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说 明 


此 从 书 是 以 数学 、 计 算数 学 ,概率 统计 及 有 关 专 业 的 高 
年 级 半生 、 卫 究 生 、 才 年 救 师 太 炒 学 研究 工作 者 为 谈 者 对 象 
的 出 成 物 。 从 书 特点 是 内 容 新 颖 ,省 图 反映 现代 数学 的 新 成 
就 独 述 精练 , 约 相 当 于 一 学 期 周 学 时 为 8 的 研究 生 课程 的 
取 守 。 我 们 编辑 出 战 此 从 书 的 主要 目的 是 为 了 适应 我 们 国 
家 培 状 妍 究 生 的 需要 ， 同 时 ， 叉 可 作为 数学 及 有 关系 科 高 
侍 级 选 族 课 各 的 大 区 书 ,为 提高 本 科 生 的 数学 质量 贡献 一 份 
力量 

我 们 诚 烙 地 希望 ,三 类 庶 间 对 于 书 昌 的 加 拌 ,9 容 的 取 
材 撞 出 宝 中 意见 ,作为 我 们 今后 出 点 或 再 版 时 的 参 肯 。 
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序 言 


1。 作者 个 人 的 说 明 


1982 年 夏天 ， 我 荣幸 地 在 北京 大 学 讲授 了 一 个 关于 代数 曲线 
的 课程 ， 这 课程 进行 了 太 周 ， 每 周 太 学 时 ， 本 书 是 由 课堂 笔记 经 
过 全 面 重新 整理 写成 的 。 

在 代数 儿 何 这 一 学 科 的 研究 之 中 ， 代 数 曲 线 和 紧 Riemann 面 
是 发 展 得 最 成 扣 并 且 或 许 还 是 最 精采 的 论题 .不 幸 的 是 ,这 方面 已 
经 写 出 的 大 多 数 著述 ,部 分 别 地 去 讲述 代数 曲线 与 紧 Riemann 面 ， 
把 它们 分 别 视 为 更 一 般 的 理论 的 一 部 分 。 这 样 就 不 得 不 花费 许多 
时 间 分 别 去 鳍 这 各 方面 的 基本 的 材料 。 此 外 ， 曲 线 论 的 初等 课本 
和 大 学 生 的 数 释 ， 儿 乎 总 是 以 Riemann-Roch 定理 为 终结 ， 其 实 
代数 曲线 论 正 是 从 这 一 定理 开始 才 莽 正 进入 了 引 人 大 胜 的 部 分 。 

在 北京 大 学 讲授 这 一 课程 时 ， 我 决定 从 最 低 限度 的 技术 工 上 其 
陷 备 开始 ， 上 直接 通 往 虐 本 的 Riemann-Roch 定理 和 Abel 定 理 。 
特别 是 、 我 希望 能 够 留 下 时 间 去 应 用 这 些 结果 ， 因 为 从 这 里 开始 
人 们 才 胜 正 看 到 了 代数 曲线 是 怎样 的 。 由 于 学 生 们 的 极 好 的 质量 
和 他 他 的 刻 蓄 努力 ， 我 感到 这 样 的 目的 在 很 大 程度 上 是 达到 了 ， 
本 书 的 目录 准确 地 反映 了 在 课堂 上 讲 檬 的 内 容 。 

在 结束 这 一 部 分 说 明 的 时 候 ， 作 者 以 极 共 恰 快 的 心 铺 万 谢 北 
到 大 学 数学 系 北 请 我 讲述 代数 曲线 的 课程 ， 玻 谢 昕 这 -课程 的 学 
生 们 为 我 提供 了 这 样 一 个 令 人 鼓舞 的 机 会 ! 政 谢 课程 的 助手 张 筑 
生 、 赵 春来 和 周 青 ， 他 们 做 了 非常 杰出 的 工作 一 一 从 课堂 笔记 整 
于 成 本 书 ， 下 谢 吴 宪 ， 他 对 笔记 的 英文 稿 进行 了 极 认 芮 的 核对 井 
做 了 订正 。 


一 般 的 说 明 


这 是 一 本 论述 代数 曲线 的 书 ， 丰 假定 读者 热 悉 初 竺 的 复 两 数 
论 和 代数 。 它 不 同 干 这 方面 许多 新 近 的 著述 之 点 在 于 ， 从 一 开始 
就 将 解析 的 方法 与 几何 的 方法 柄 为 一 体 ， 以 便于 使 读者 最 有 效 地 
得 到 这 一 领域 的 基本 结果 。 虽 然 达 使 得 我 们 能 够 很 早 就 过 论 有 趣 
的 几何 绪 果 ( 这 里 ， 我 区 再 - -次 强调 ，Riemann-Roch 定 理应 是 代 
数 则 线 研究 的 扶正 开始 ， 而 绝 不 是 其 终结 ) ,这 种 处 理 方式 也 有 一 
些 缺点 ， 共 中 主要 的 足 ， 没 有 引入 在 一 般 代数 儿 何 研究 中 所 需要 
的 展 论 、 上 同调 、 可 换代 数 、 多 复 变 、Hermite 微分 几何 等 技术 
工具 。 然 而 ， 理 解 了 本 书 之 后 ， 大 学 生 将 有 可 能 去 研究 关于 一 般 
代数 儿 何 、 复 流 形 、 栓 曙 曲 面 ， 以 及 代数 曲 线 的 更 进一步 的 著 
述 ， 以 下 仅仅 举例 式 地 选 出 了 其 中 一 小 部 分 。 
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一 般 代 数 几 何 
Algebraic Geometry. by R.Hartshorne, 
(采取 代数 方法 的 一 本 极 好 的 节 ， 要 求 较 蝇 的 交换 代数 
基础 ，) 
Algebraic Geometry I, Complex Projective Varielies. 
by D. Mumford. 
《看 观 地 艇 琶 许多 现代 概念 的 一 本 很 好 的 引 论 。) 
Elementary Algebraic Geometry, by K. Kendig. 
( 男 一 很 好 的 中 论 。》 
Principles of Algebraic Geomelry by P. Griffith" 
and J.Harris. . 
( 骨 析 的 方法 同时 强调 几何 的 实例，) 
Introduction to Algebraic Geometry, by J. Semple 
and L. Roth 
《经 典 代数 几何 的 一 个 非常 好 的 克 述 。》 


to 


复 流 形 
Complex Manifolds without Potential Theory, by S. 
S. Chern. 
〈… 个 极 好 的 导 引 。) 
Differential Analysis on Real and Complex Manifolds， 
by R. 0. Wells. : 
(一 本 有 用 的 荐 券 书 。) 
Analysis on Real and Complex Manifolds, by R, 
Narasimhan . 
(许多 基本 论题 的 极 好 的 南 迹 。) 
Complex Manifolds by K. Kodaira and J Marrow 
《包含 了 形变 理论 的 一 个 很 有 价值 的 讨论 ，》 
Several Complex Variables by R. Gunning und H. 
Rossi, 


(这 书 的 第 一 章 对 于 开始 学 习 多 复 变 的 人 特别 有 用 。》 


条 系 网 而 
紧 柳 受 曲 面 引 论 ， 伍 鸿 茹 名著 ， 科 学 出 版 社 版 。 
《一 本 极 好 的 数 程 。) 
Riemann Surfaces, by H. Farkas and 1. Kra. 
《也 许 是 近来 关于 黎 曼 面 方法 的 -个 最 好 的 形 述 。) 
Lectures on Riemann Surfaces，by R Gunning. 
(要 想 知 道 一 般 的 工具 怎样 应 用 于 黎 蝇 面 的 研究 , 达 本 书 
是 很 有 用 的 。) 
Introduction to Riemann Surfaces, by G. Springer 


《这 方面 的 一 本 经 典 的 书 。) 
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代数 的 线 
Algebraic Curves, by R. Walker. 
《 琅 今 仍 是 我 所 钟爱 的 一 本 书 。)》 
Algebraic Curves, by W. Fulton. 
(对 代数 方法 的 一 个 极 好 的 导 引 。) 
A Treatise on Plane Algebraic Curves,by J. 工 .Coo- 
lidge 
(代数 引线 经 典 理论 的 一 个 非常 好 的 讨论 ，) 
Curves and their Jacobians, by D, Mumford. 
《一 个 极 好 的 综述 。) 
Topiee in the. Theory of -AlBdhrsic Curves，by E. 
Arbarello, M. Cornslba, P. Griffiths, and J. Har- 
ris. : 
(代数 曲线 这 - -历史 您 久 的 论题 ,月 前 仍然 是 许多 研究 的 
中 心 。 这 方面 的 发 展 记录 于 这 本 将 于 198+ 年 出 版 的 节 之 
中 。) 


P， 桔 到 其 斯 
1983 年 1 月 于 美国 喧 侯 大 条 
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Riemann-Roch 定理 的 应 用 oo eo os os oan ss (131) 
咏 格 为 0 的 情形 TTT (131) 
全 格 为 1 的 情 卡 en 

典范 映射 … CETTE (139) 
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可 格 为 2 了 的 清 形 ee 
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Abel 定理 及 其 应 用 … 1161) 


Jacobi 艇 和 Abel 定 至 a (161) 
第 三 :类 微分 eso 和 onsennnn Peel (166) 
Riemann 双 线 性 关系 pe (178) 
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(第 一 、 二 章 ) 
(第 演 、 四 、 五 章 ) ee 


汉 英 名 肇 对照 人 re (228) 


第 -这 基本 概念 


1 . 复 刘 影 下 面 P2C 上 的 代数 曲线 


谋 7(x, 妇 是 二 元 实 系数 和 多项式， 在 RR 上 由 方程 
enD=0 C.D 
给 轴 的 图 砂浆 为 实 代数 曲线 ，7(x: 妨 的 式 数 称 为 这 代数 沿线 的 次 
数 。 读 者 已 经 热 番 了 一 文 和 二 浆 的 实 代数 曲线 一 一 直线 、 精 阅 、 
汉 曲 线 、 撒 物 线 吝 。 和 但 是 ， 限 制 在 实数 范围 内 讨论 更 一 般 的 代数 
曲线 ， 会 有 若干 不 方便 之 处 ， 难 以 获得 整齐 的 结果 。 达 主 变 是 因 
为 实数 域 不 是 代数 封闭 域 。 例 如 ;我 们 和 谷 讨论 这 样 的 问题 ， 一 条 
性 章 雷 线 上 与 出 (1;1) 给 出 的 代数 曲线 有 多 少 交 点 。 不 失 一 般 
性 ， 可 度 上 通过 此 标 原点 ( 缁 过 十 当 的 坐标 变 换 很 容易 庶 是 这 一 
砚 求 )» 它 的 参数 方程 可 以 守成 
1 人 . 


. a 
y= 四 - 

又 埠 . i 

oy FD) = TaD + fn + + fo 

其 中 fre(%, 胡 是 万 次 齐 次 针 项 式 ， 把 (1.2) 代 大 C1.) 得 

i Bt tt fo .3 

在 实数 范围 内 开 判 断 这 样 和 的 方程 有 多少 模 ， 不 是 一 件 轻 而 盟 举 的 

事 , 而 且 结 论 也 很 不 整齐 一 一 视 系 教 的 不 同情 形 , 实 根 的 款 肯 可 以 

多 多 不 一 ， 租 是 ,如果 考虑 复 系 数 的 一 元 多 项 式 六 z 轨 而 把 (1 .1 

视 为 Cs 上 的 代数 曲线 , 再 来 讨论 复 站 线 (1 ,20 与 复 代 数 曲 绪 (1.1) 

的 变 虚 ， 也 得 到 方程 (1.3)。 由 热 知 的 代数 基本 定理 ， 具 要 fnt5， 

让 二 0， 方 程 人 .3) 丛 有 个 根 ( 重 根 重 复 计 数 )， 蕊 就 是 说 #4 泣 复 

代数 曲线 C 与 复 站 线 上 相交 于 nn 个 点 (对 应 于 草根 的 交点 视 为 晤 


1 


次 点 )。 上 面 的 讨论 四 还 有 一 -种 倘 外 的 情形 ， 如 果 
To BY = fC0, BY = = fmt(0, B) = 0, 
fto, DE0, 
那么 上 与 C 在 C* 上 将 只 有 如 个 变 点 。 迹 时 可 点 这 为 有 nh 个 
变 点 在 无 穷 通 和 鸡 和 观点 可 作 嫌 下 解释 二 省 (1.3? 中 作 替 杭 # = 
1/s， 并 以 "条 等 式 丙 边 就 得 到 z 
fra, PD + feo, Ps+ -Fas 3 


如 果 了 (a,) 革 0， 那 么 = :0 (相当 于 top》 .等 旺 (1.82/ 的 要 
如 时 oe 
a fk BY foo hb) = -ea = 0 i 
而 . i i i 

Jao, Be0, 


那么 9= 0 (相当 于: = oo 就 是 (1.3)’ 的 n- .i 奸 模 ， 这 时 我 们 
说 上 与 GC 在 无 帝 远 处 有 -~m 重 交 点、 因此， 为 了 讨论 方便 ， 需 
要 给 C? 诉 加 “无 益 远 直线 ”以 构成 复 射影 王 面 PC 本 书 寺 入 
的 主要 对 象 ， 将 是 复 射影 平面 PaC 上 的 代数 曲线 ， 
”为 给 Ca 添加 无 穷 远 直线 ， ,最 方 恒 的 办 法 是 通过 齐 区 坐标 。 
对 于 点 (xX, DE Ca 开交 村 (8, 是 江 尼 F 式 


的 复数 组。 如 果 驴 ,5 是 Cx， 六 的 齐 区 是 标 ， 时 热 ， a, Ag, 国 ) 
全 昌 ,4 寺 们 也 是 (x, 攻 的 开奖 坐标 。 . 

“村 使 性.47 有 意义 ， 必 须 六 奈 0; 但 如上 芝 上 ,1 不合 为 0 消 二 > 
EP 因而 我 人身 认为 
《0 六 思 晓 示 二 :3 方面 的 死 穷 远虑 。 这 样 ， 通 过 齐 区 .内 和 标 ,我 们 
给 C0? 中 每 一 方向 添加 了 一 个 无 旁 远 点 、 所 有 的 无 穷 远 点 组 成 一 
条 无 穷 远 直线 工 .:t = 0。 添 加 了 无 筋 远 直 线 的 Cs 称 为 是 复 射影 
平面 EC。 下 面 我 们 更 严格 地 叙 达 这 一 过 程 。 

3 


在 集合 CA\{C0,0,0)} 中 建立 一 个 关系 “~ 
C5) ~ ,EE ,D9) 当 且 仅 当 ;存在 

4EGEC, 0， 使 得 | €1:5) 
= 

这 显然 是 一 个 等 价 关系 。 按 这 关系 把 Ce\{(0, 0, 0)} 分 成 等 价 类 ， 

《6,07) CE CA{C0,0,0)} 所 在 的 等 价 类 记 为 [Y,5,7]。 显 然 有 

[,€,n]= CA, A, An] YAEC\{0), 
按 这 等 价 关 系 作成 的 商 空间 (等 价 类 的 空间 ) ， 


(CN{(00,0)D)V ~ 


称 为 复 射影 平面 ， 记 为 PzC (在 不 至 于 引起 混淆 时 也 可 简单 地 记 
为 P*)。 作 为 商 空间 ,. P2C- 带 有 商 拓 扑 结构 。 在 本 章 $7 中 ， 我 
们 还 将 讨论 PC 的 复 流 形 结 吉 构 ， 于 时 我 们 对 它 将 会 有 更 进一步 


的 理解 。 
我 们 来 考察 (1.12 给 用 线 0 在 并 天 全 村 下 的 表示 。 扣 
x y= RR 


代入 C.D 大 以 &" 莱 谈 式 两 边 得 ， ， 、 
PE MD = fa DE nt fo = 0, 


这 这 方程 的 左 映 是 一 个 关于 ,1 的 齐 次 多 项 式 ，。 和 
一 般 地 ， 如 果 FC ,£， ) 是 关于 二 ,7 的 齐 交 委 项 式 ，， : 那 纤 : 
Fe, 此 ， 7》 = 0 ， 《1 .6 


表示 PC 上 的 一 一 条 代数 曲线 ， F 的 次 数 称 为 这 此 线 胜 次 数 ， 
(1 名称 为 这 曲线 的 章 次 方程。 限制 在 C* = P+C\L. 上 + 这 曲线 
满足 仿 射 方程 四 人 
fx,y) = 0， a 
f (x,y) = Fd, XY 
这 样 ， 一 条 曲线 的 齐 式 方 程 决定 这 曲线 在 C+- prC\L 上 的 
仿 射 方程 。 反 过 来 ， 曲 线 的 芍 数 半 和 它 在 Ca = PrC\L。 上 的 仿 身 
| 3 


方 各 (x,y) = 0 也 唯一 地 决定 它 的 卉 关 方 稳 
RCI) = 0， 
这 里 
PEE Dt (2). 
如果 代 数 县 线 C 由 方程 
| PS,E,n)=0 
给 出 ， 而 了 分 解 为 不可 约 齐 式 多 项 式 的 乘积 
忆 = FI Ps. Pre, 
则 记 | - 3 本 
| ee . 
这 里 . 
Cj= {EMD EPICIPIE ED 20) 
《人 =1,2,.,D) 
称 为 是 C 的 不 可 约 分 支 . 特别 地 ， 各 上 下 本 身 是 不 可 的 有 则 称 
C 为 不 可 约 曲线 。 


§ 2 Riemann 面 


紧 Riemann 面 与 代数 曲线 的 研究 有 密切 的 关系 ， 有 具 入 说 来 就 
是 ;任何 不 可 约 的 平面 代数 晶 线 ， 都 有 双 纯 的 参数 表示 ， 这 参数 
表示 的 定义 域 是 一 紧 Riemann 面 。 更 准确 的 陈 迹 ， 就 是 下 面 的 正 
则 化 室 理 (这 定理 的 证 明 将 在 下 一 章 给 出 )。- 

定理 2.1 对 任 一 不 可 约 代数 偶 线 CCGPzC， 存 在 - 一 个 紧 
Riemann 面 C 和 一 个 全 纯 上 映射 

Oo: C-> PazC， 

使 得 "(C) = C， 帮 且 = 在 C 的 光滑 点 之 上 是 一 对 一 的 。 

这 样 的 紧 Riemann 面 如 连同 奴 纯 映射 0 称 为 是 C 的 正则 化 

《Normalization) 。 正 旭 化 是 研究 代数 曲线 的 强 有 力 的 工具 。 
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另 一 方面 ， 任 何 紧 Hiemann 面 也 各 可 以 表示 为 代数 曲线 ， 间 
.就是 本 书 将 票 多 次 用 到 的 另 一 基本 事实 。 | 
定理 2.2 “任意 紧 Riemann 面 C 都 可 以 作为 某 平面 代数 由 线 
C 的 正则 化 ， 养 可 要 求 这 代数 曲线 C 至 多 欠 具 有 通常 二 重点 (只 
体 定义 见 第 二 章 §1)， 这 就 是 说 , 存 在 至 纺 映 射 o;，C_>P: C， 
使 得 90C(C) 是 一 条 至 多 只 有 通常 二 重点 的 代数 曲线 9 ， 4 
由 此 看 米 ， 紧 Riemann 面 的 研究 与 平面 代数 曲线 的 研究 ， 实 
尿 上 是 一 回 事 ， 都 是 贯 串 于 本 书 中 的 主 要 内 容 。 本 节 先 介绍 
Riemann 面 的 定义 及 有 关 拓 扑 分 类 的 基本 结果 。 
定义 2.3 一 个 Riemann 面 是 一 个 连通 的 Hausdorff 拓 站 空 
同 “， 连 同 C 的 一 族 开 覆 盖 {0。} 和 一 族 映 射 
, Sa: CC， 
满足 以 下 条 件 ， 
a) zo: U。>C 是 到 C 中 开 集 z,(U,) 的 同 胚 映射 ， 
DD 只 要 UNUsXg, 效 数 “ 
Faoga!s ZolafNUs) eCU, NU,) 
就 是 双双 纯 的 ( 即 ， 画 数 本 身 是 至 纯 的 ,其 反 画 数 也 是 信 纯 的 ) 
UNUs 、， 


iz, / zp A 


mA CU, NN UY 


0 

这 时 我 们 把 (0。 se? 称 汶 局 部 全 纯 坐 标 ,而 把 {(Uv ,=,)} 称 为 全 纯 
坐标 覆盖 。 | | 

本 书 过 论 的 主要 对 象 是 紧 Riemann 面 ， 即 作为 拓扑 空间 是 紧 

@ 这 定理 的 证 胃 要 用 到 层 前 上 同调 理论 ， 本 书 随 录 所作 的 讨论 下 细 了 下 因 中 

概 。 完 全 的 证 明 可 以 参看 P. Griffiths and J. Harris 《Principles of Algebraic 


Geometry》 ， Chapter 2， 或 者 参 者 伍 鸿 申 等 人 所 著 的 《 紧 致 歼 曼 曲面 引 论 》。 第 五 
章 ， 8 21， 科 学 出 版 社 ，1981。 - 
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区 空 疝 的 Riemann 面 。 
例 1 扩充 复数 = CU{co} 〈 复 数 的 一 点 紧 化 )。 
: 二 和 显然 也 = CU{eo} 是 紧 致 、 连 通 、Hausdorff 拓 拓 空间。 考虑 
著 盖 {Uo U1) 
’ . Us=Z\{00}=©, U,=2\{0} . 


| 20: Uo>C, 
2 2 
z1: UC, 
0， z=02, 
2 I—> 
11 
2 ? 二 . 


= zj， C\{0}>C\{0), 
2 -> 于 
. 


是 双双 纯 的 ， 具 有 同样 表达 式 的 xo*zi: 也 是 如 此 。 这 样 =CU 
{oo0} 成 为 一 紧 Riemann 面 。 

通过 球 极 投影 可 以 把 单位 球面 S 与 了 = CUftce} 等 同 起 来 , 因 

而 人 S 也 自然 地 成 为 Riemann 面 。 具体 的 坐标 表示 如 下 。 记 人 N= 

C0,0,1) (北极 )，P = (0,0, - 1) (南极 )， 考 虚 S 的 覆盖 {Uo,U,} 

及 映射 Bo, 多! 

0 Us= SNP}， Bo: Uo->Ci 


U= SN(N}， ®: Ui>C, 


这 里 了。 表示 从 南极 出 发 到 C 作 球 极 投影 ， 然后 取 共 较 


xX-iY 


BX,Y,Z) = TZ 


而 中 , 表示 从 北极 六 出 发 到 C 作 球 极 投 影 


DCX,Y,Z) = X+iY 


我 们 有 . 
Pi Dol: C\{0} — C\{0}, 


1 
= 人 了 


Bo° Pi': C\{0} 一 C\{0), 


1 
= 全 也 


显然 B，。@B51 和 Bo。Bi! 都 是 双双 纯 的 ， 


1-Z" 4 


扩充 的 复 平 面 了 = CU {co} 或 通过 球 极 投影 得 到 的 复数 妹 击 
5 ( 见 图 1.1), 按 上 面 的 方式 作成 的 紧 Riemann 面 称 为 是 Riemann 


球面 。 


图 1.1 球 极 投影 


例 2 复 环 面 C=C/A, 


设 复 数 wi， Ww 
. 实 线性 无 关 〔 即 不 
存在 实数 ,4，， 
14:| + 14s| 三 0， 
使 得 
AWwi + 42ws = 0)., 
它们 在 C 上 定义 
了 一 个 格 ( 见 图 
1.2): 


图 1.2 格 4 


A= {mw 4 mw | mi to EZ}CC, 
4 是 由 wi 和 zs 生成 的 C 的 离散 子 群 ， 它 同 构 于 Z 曙 Z。 考 处 C 
上 的 等 价 关系 “~”: 、 ”| 
,， Zz~2 2 2’ ECA, , , 
对 这 等 价 关系 的 商 空 间 C = C/4 称 为 算 环 面 。 容 易 看 出 这 是 一 个 
紧 致 、 连 通 、Hausdorff 拓扑 空间 。 只 要 6 充分 小 ,C 上 任意 e 圆 
的， |w 一 wo| 过 s 与 每 一 等 价 类 至 多 相交 于 一 点 ， 因 而 这 图 稚 与 
C = C/4 上 的 一 个 开 集 之 间 可 建立 一 一 对 应 关系 。 用 这 种 方式 建 
立 局 部 坐标 ，C = C/A 成 为 一 个 紧 Riemann 耐 。 细 节 的 验证 贸 
给 读者 作为 练习 ， .~ 
从 C 的 开 集 U 到 C 的 开 集 V 的 双 纯 画 产 


w=f(2) w=utiv, 2=x+iy), (2.1) 
同时 也 给 出 从 R? 的 开 集 UU 到 R: 的 开 集 V 的 光滑 映射 
-4= U(X,y), ， 
{ p EvCx,D), (2.2) 


由 此 看 出 紧 Riemann 面 同时 也 是 一 个 紧 的 光滑 的 实 二 维 流 形 
紧 光 滑 曲 面 。 由 全 纯 画 数 〈《2.1) 引出 的 光滑 映射 (2.2) 应 满足 
Cauchy-Riemann 方程 - 本 ， 


六 
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B= yy 
| 时: 9v 
Oy™ -dxe 
因而 | 
du Ou 
det| 和 人 | -aaa du Gv 
Ov Ov Ox dy dg Ox 
到 本 1 


- (2) + (W) > 


这 说 明 紧 Riemann 面 表示 的 光滑 的 二 维 实 流 形 是 可 定向 的 .从 拓 
扑 上 看 ， 任 何 紧 Riemann 面 同时 也 是 一 个 可 定向 的 二 维 紧 光 滑 曲 
面 。 

拓扑 学 关于 二 维 流 形 分 类 的 经 典 结果 告诉 我 们 ， 任 何 可 定向 
的 二 维 紧 流 形 都 同 胚 于 一 个 具有 若干 环 柄 的 球面 ( 见 图 1.3) ;这 环 
销 的 个 数 9 ， 是 一 个 基本 的 拓扑 不 变量 ， 称 为 亏 格 。 


9 个 - 


图 4.3 具有 & 个 环 柏 的 球面 


亏 格 为 0 的 可 定向 紫 曲 面 就 是 通常 的 球面 
亏 格 为 工 的 可 定向 紧 曲 面 就 是 通常 的 环 面 


号 格 为 2 的 可 定向 紧 曲 面 喜 是 双环 列 。 

研究 二 维 曲面 的 一 个 方便 的 办 法 ， 是 沿 一 些 适当 选择 的 制 幼 
把 这 曲面 切 开 然 后 摊 成 一 块 平面 上 的 多 边 形 区 域 。 

例 5 球面 可 以 沿 一 条 制 缝 4 切 开 , 摊 成 平面 上 的 “二 边 形 ” 
区 域 ( 见 图 1.4) 。 沿 着 这 二 边 形 边缘 巡 骨 一 周 ， 我 们 顺 次 经 过 4 


图 1.4 升 儿 的 球 嵌 与 平面 上 的 《二 边 形 9 


利 ] ab 因而 这 样 的 二 边 形 记 为 aa 一 
例 4 环 面 (和 亏 格 9=1) 可 以 沿 从 一 点 出 发 的 两 条 割 缝 。， ,6b 
切 开 ， 捧 成 平面 上 的 四 边 形 ( 见 图 1.5)。 沿 这 四 边 形 边 缘 巡 通 一 


图 1.5 豁 颖 的 环 面 与 平面 上 的 四 边 形 


周 ， 我 们 顺 次 经 过 a ,5 ,4a7!,b-!， 因 和 而 ， 这 样 的 四 边 形 记 为 


aba-ib- ll, 
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例 5 双环 面 (9g =2) 可 以 沿 从 -一 点 出 发 的 四 条 割 乡 ds bi 02， 
b, 切 开 ， 摊 成 平面 上 的 从 边 形 ( 见 图 1.6)。 这 样 的 作 边 形 记 为 


图 1.6 割 颖 的 双环 面 与 平面 八 边 形 
aibiai'bi'asbsazs' bi!. 
一 般 地 ， 具 有 g 个 环 柄 的 球面 ， 可 以 党 29 条 制 狂 ci ,bi,a;， 
bz,… ,4Qg,bg 切 开 ( 见 图 1.7?， 捧 成 平面 上 的 49 边 形 : 
CipDiaTLDTla2psd3S bystagbogas bs', 


二 维 紧 曲面 的 这 种 表示 法 称 为 规范 表示 .。 


图 1.7 具有 & 信 环 楠 的 着 很 的 球面 . 
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定义 2.4， 对 于 乱 格 为 5 的 二 的 可 定向 昆曲 曾 ,其 Euler 示 性 
数 定义 为 
X=2 一 29。 
Euler 示 性 数 是 极其 重要 的 一 个 拓扑 不 变量 。 


$3 全 绅 与 半 纯 函数 


Riemann 面 的 每 一 局 部 都 如 同 C 上 的 一 个 开 集 . 通常 复 变 画 
数论 中 的 许多 概念 或 研究 对 象 ( 例 如 ， 公 纯 与 企 纯 丽 数 ) 都 可 以 通 
过 局 部 坐标 表示 定义 于 Riemann 面 之 上 ， 只 是 要 求 所 论 的 对 象 对 
于 局 部 坐标 的 变换 具有 不 变 的 意义 。 

定义 5.] 设 C 是 一 个 Riemann 面 ，{(Ui;ziD} 是 它 的 全 纯 
坐标 覆盖 ， C 上 的 一 个 时 纯 画 数 ( 例 纯 画 数 ) / ， 由 一 族 映 射 fi;: 
U, CLV 站) 给 生出, 贸 足 ， 

a) 只 要 UnUi 二 在 UniOi 上 茂 有 

户 = fs 

b》 Yi，fi。z7! 都 是 竺 纯 ( 至 纯 ) 画 数 。 

注 记 5.2 Riemann 面 C 上 的 所 有 什 纯 画 数 ， 按 照 通 常 方式 
定义 的 加 法 和 乘法 ， 形 成 一 个 域 ， 称 为 C 上 的 盾 纯 画 数 霹 ， 记 为 
KC(C)。C 上 所 有 全 纯 画 数 ， 按 照 通 常 方 式 定 义 的 加 法 ， 冬 法 和 
数 乘 ， 成 为 一 个 C 上 的 代数 ， 记 为 (0C)。 

定理 5.5 紧 Riemann 耐 C 上 的 至 纯 画 数 ， 只 能 是 常 植 画 数 . 

证 明 首先， 我 们 指出 ， 全 纯 画 数 的 唯一 性 定理 可 以 推广 到 
Riemann 面 C 上 . 外， 如 果 在 C 的 任何 一 个 有 标点 的 点 集 马 上 两 
对 纯 画 数 f 和 9 相等 ， 那 么 在 C 上 就 有 

， J = 一 9。 
这 可 以 利用 复 分 析 中 已 有 的 结 $ 果 ， 通 过 局 部 坐标 表示 及 达 明 性 的 
讨论 来 证 明 。 

其 次 ， 圣 纯 栈 数 的 极 大 模 原 理 也 可 以 推广 到 Riemann 面 C 
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上 。 这 是 因为 ， 通 过 局 部 坐标 表示 ， 我 们 看 到 ， 如 果 有 至 纯 丽 数 
的 模 在 一 点 达到 极 大 值 ， 这 备 纯 画 数 在 包含 该 点 的 局 部 双 纯 举 标 
邻 域内 只 能 是 常数 ， 再 利用 唯一 性 定理 ， 就 得 到 C 上 的 极 大 模 原 
理 ， 如果/ 的 模 在 C 上 一 点 达到 和 极 大 值 ， 那 么 / 只 能 是 常 值 画 
数 ， 

紧 Riemann 面 C 上 的 至 纯 苗 数 的 模 ， 作 为 紧 拓扑 空间 上 
的 连续 夯 数 ， 一 定 达 到 其 极 大 值 ， 困 而 了 上 只 能 是 常 值 画 数 。 | 

定义 3.4 设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 ，fEKCC),pEC，。 取 
p 点 邻近 的 局 部 坐标 > ， 使 得 =(p) = 0， 则 在 Pp: 点 邻近 

三 = zh(z)， | 

这 里 h(z) 是 一 公 纯 灿 数 ，hC0) 丰 0，v EZ。 对 任意 满 是 条 件 z(p) 
= 0 的 局 部 坐标 =， 上 述 表 示 中 的 ”都 是 相同 的 , 它 由 / 所 决定 ， 
称 为 了 在 p 点 的 重 数 ， 记 为 vp(f)。vp《 放 >0 时 ， 称 为 f 的 寺 
点 7 人 7 称 为 是 震 点 ?的 重 数 ， Yo(/) <0 时 ，p 称 为 1 的 要 点 
jyp(A) | 称 为 是 极点 p 的 重 数 ， 

定理 3,5 Riemann 球 而 全 上 的 华 纯 帮 数 二 KCS) WFC 
的 有 起 分 式 域 CCz)。 

:证明 ”显然 每 一 有 遂 分 趟 Co)ECCa) 定义 子 8 上 的 一 个 
纯 画 数 。 反 过 来 ， 设 了 是 S 上 的 任 一 于 纯 栈 数 ， 它 在 骨 部 坐标 碟 
Vo-5 上 的 局 部 表示 如 = 了 "<57 可 以 写成 


,= (2) Ca 
近世 3 ，, i 站 


Din 


bi 
a 5 [二 十 误 工人 


和 
是 fo 在 极 点 ai 处 的 Laurent 展 式 的 主要 部 分 ， 而 4(z) 是 一 个 登 
纯 画 数 。 如 果 。 不 是 的 极点 ， 则 4《?) 是 有 界 的 ， 它 必 须 是 常 
数 ， 因而 
?8 


Ea 
一 DPpilz) te 
i=1l 


是 一 个 有 理 分 式 .。 如果 oo 是 f 的 极点 ， 通 过 兰 换 z= 1/z ， 我 们 
看 出 aC1/ 人 ) 的 展 式 只 应 有 有 限 个 负 短 项 ， 这 说 明 4(z) 只 有 有 限 
个 正 徊 项 ， 因 而 是 一 个 多 项 式 。 对 这 一 情形 


= Spics) +q(2) 
iml 
也 是 一 有 理 分 式 。 . t 


设 
A= {mw +mawlm,m EZ}. 站 

是 C 上 的 一 个 格 。 对 于 复 环 面 C = C/4， 我 们 有 以 焉 结果。 

: 定理 5.6 天 CC/4D) 同 构 于 以 〈wa wa) 为 周期 的 双 周 期 牢 纯 
因数 所 成 之 城 。 

证 明 设 , 

四 A Tt, CC/A - 
是 自然 投射 。 如 果 JEKCC/A)， 则 三 。 研 是 一 个 以 (on oa 为 周 
期 的 定 纯 酌 数 。 反 过 来 : ;任何 以 (wi ,ws) 为 周 灰 的 双 局 :期 中 纯 
画 数 访 ， 也 都 诱导 出 一 个 C/4 业 的 中 纯 醒 数 了 ， 使 得 

f=f°7x, 4 


注 记 5.7 根据 椭圆 醉 数论 中 热 知 的 结果 ， 任 何以 《wi ,ws) 
为 周期 的 双 周 期 定 纯 画 数 , 都 可 表示 为 共有 同样 双 周 期 的 Weier- 
strass 椭圆 画 数 .F(z) 和 '(z) 的 有 理 分 式 。 因 而 ，KCC/A) 由 
多 (2z) ,9 '(z) 生 成 。 

习题 3.1 证 明 vp(f) 的 定义 是 合理 的 。 

习题 3.2 设 C = Riemann 球面 5S 或 复 环 面 C/A， fEKCC), 
试 证 

SC =0. 


EC 


1 过 


提示 对 C=C/4 的 情形 ， 把 /FEK(C) 视 为 C 上 妈 周 期 中 纯 

画 数 ， 在 适当 的 周期 平行 四 边 形 内 计算 广 // 的 留 数 和 
EResCf’ /1). 

定义 3.8 设 C,C' 是 Riemann 面 ，{(Ui,2zi)}, {CU ,2z4)} 分 
别 是 它们 的 全 纯 坐标 覆盖 。 一 个 全 纯 映射 /，C-~C' 由 一 族 连续 
映射 加 

ji Ui CC (Vi) 

给 出 ， 满 足以 下 条 件 : 

a) 只 要 DimUi 主 民 ， 在 UimUi 上 就 有 

fi = fj 
b》 只 要 六 (UnU 二 Cg， 在 三 (0 人 站 局 上 
2 efi。 zi 

是 至 纯 夯 数 。 加 

注 记 3.9 显然，Riemann 面 C 上 的 任意 中 纯 夯 数 六 ， 痢 是 
到 Riemann 球面 S 上 的 全 纯 映 射 。 四 
。 习题 3.5 设 C,C 是 Riemann 面 ,f，C->C' 是 至 总 映射 
pEC，4qE C'，f(p) = 4。 试 证 存在 C 在 p 点 邻近 的 局 部 坐标 = 
和 C“ 在 4 点 邻近 的 局 部 坐标 ww 满足 z2(p) =0，w(9) = 0, 并 使 f 的 
局 部 表示 为 w =z",. AE Z+,. 对 于 任何 满足 上 述 条 件 的 局 部 坐标 ， 
这 样 的 4 都 是 相同 的 。 我 们 称 4 -1 为 了 在 ?点 的 分 歧 指 数 . 


$4 全 纳 微 分 与 半 纯 微分 


本 节 过 论 Riemann 面 C 上 的 微分 。 
定义 4.1 设 C 是 一 个 Riemann 面 ，C 上 的 一 个 全 纯 微 分 
- (他 纯 微分 ) 4 由 满足 下 面条 件 的 一 族 {(Uizi;oiD} 给 出 ， 
4a) {(Uib zi) 是 C 的 至 纯 坐 标 覆 盖 ， 
Wi= fi(2i)d2i, 
这 里 /PE @ (Ui) CKGOU DD); 
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b) 如 果 2 = oif(z1) 是 在 Di 站 Ui( 寺 各) 上 的 坐标 变换 ， 那 


人 么 
resCeD) EE fsca7), 


即 微分 的 肩 部 表示 接 链 式 法 则 变换 
OACAIDL TAICDE DACDLEIN 
C 上 公 纯 微分 ( 什 纯 微分 ) 的 集合 记 为 QC KCC, 
以 下 结果 是 显然 的 。 
命题 4.2 设 oo 是 C 上 华 纯 微分 ， oo 地 0， 则 wayoo 给 出 C 
上 一 个 中 纯 画 数 。 
例 1 疫 r(s) 是 C 上 有 理 分 式 ， 则 7C2)dz 给 出 了 iemann 球 
面 $S 上 的 伯 纯 微分 。 
习题 4.1 试 证 所 有 的 E 人 (3 都 具有 上 述 形式 , 
提示 “ 取 定 一 有 理 分 式 ro(z)， 耸 
oo = ro2) dz. 
则 对 任意 wE KCS) 有 w/woEKCS)， 因 而 oou = r(zj 是 湖 : 理 分 
例 2 设 
2 = 人 { 坟 ， witmhavolnii, mE 人 
是 C 上 的 一 个 格 ， 了 是 以 Cw, ws) 为 周期 的 双 周 期 中 纯 画 数 ， 
则 /Cw)dw 是 定义 于 C= C/4 上 的 个 纯 微分 。 
习题 4. 2 试 证 6= aw 给 出 已 C/A 上 的 一 个 至 纯 微 分 。 
例 3 发 C 是 一 个 Riemann 面 ， 
. f= {Us,z0 fs} EKCCY, 
则 由 下 式 定义 了 一 个 侍 纯 微 分 4f EK1(C)， 
={( Ui,s1,dfiC2) = < dz )}. 


dzs 


定义 4.5 由 上 式 定义 的 df 称 为 半 纯 画 数 / 的 微分 。 
i186 


定义 4.4 设 C 是 一 个 Riemann 面 ， 
w= {Uy,2i, fi1(2i1) ds;)} EE KC), pEU: 站 Cj。 


则 
CD = oa 人 (1iCei(eDD) NED) = 507, 
因而 我 们 可 以 定义 


vp =yp(1)， PpEU,. 
如 果 vpC0) 之 0， 则 p 称 为 是 口 的 零点 ， 如 果 va(oy<0， 则 4 区 为 


是 的 极点 . | ， 
定义 4.5 设 C 是 一 个 Riemann 面 ， 
. w= {CUi,%i, fi )dz,)}E RICC), ’ 


是 C 上 分 段 光 滑 此 线 ， 它 不 含 % 的 极点 ，7y = Un 是 y 的 任意 一 
个 满足 YiCU ;的 分 柠 。 我 们 定义 “i 
[0= >), /2 de 
这 定义 是 确切 的 ， 因为 如 果 ?Y = UYf 是 ”的 另 二 个 满足 yiCUs 的 
分 拆 ， 则 按 变 元 替换 公式 。 
人 ?全 (2 2 | od jC asy, 和 
EN, | i 


> ieDaay sa ile yam 上 
一 E30, fie Dae 
=5), iDaaje 


定理 4.6 (全 纯 微分 的 Stokes 定理 ) v 设 C 量 一 个 Riemana 
面 ， QCC 是 一 开 集 ， 号 是 紧 致 的 ， 09 = 是 一 分 莹 光滑 晤 线 ， @w 
是 在 包含 全 的 一 个 开 集 上 至 纯 的 微分 。 则 
17 


证 明 适当 地 前 分 为 0 = U O,， 使 得 
QCU,, 

99; 是 分 段 光滑 曲线 。 通 过 局 部 坐标 玫 示 大 利用 复 变 夯 数 论 中 的 

Cauchy 定理 其 得 


习题 4.5 证 明 Riemann 球面 8 上 除 了 人 全 的 全 纯 微分 外 没 
有 某 他 全 纯 微 分 。 
提示 设 o 是 至 纯 微 分 ， 取 定 4Es， 考 虑 . 


FCp) =| o， pEsS。 


由 Stokes 定理 可 知 了 是 有 确切 定义 的 。 容 易 看 出 ，/ 是 一 一 从 纯 夯 
数 ， 因 而 是 常数 。 于 是 o= df = 0。 

定义 4.7 设 C 是 一 个 Riemann 面 ，wE Ki1(C)，pEC,yp 是 
环绕 p 点 的 一 小 圆周 ，o% 在 Ys 国 成 的 圆 盘 上 除了 p 点 外 没有 别 的 
极点 〈《Pp 点 本 身 可 以 是 极点 也 可 以 不 是 极点 )。 则 我 们 把 wo 在 Pp 
点 的 留 数 定 义 为 


Resy Co) = = = 3 $, OO 


由 Stokes 定理 可 以 看 出 这 定义 不 全 类 于 小 加 周 yp 的 选择 。 对 于 
pEU,;, ypCU;j 我 们 有 


; -1 dz ， 
Resp(o) = -一 一 oni sr, ,9 = -2 P, ricepae, 
= Resp(fj(2;)d2;). 
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定理 4.8( 留 数 定理 ) 设 C 是 紧 Riemann 面 , 对 于 4E Ki(C)， 
我 们 有 | 
> Resp(w) = 0。 


和 EC 
证 明 ”因为 C 是 紧 致 的 2" 在 C 上 只 能 有 有 限 个 极点 ， 设 这 
些 极点 是 Pp1,P2,… ,Pm。 取 分 别 含 有 这 些 极点 的 互相 隔离 的 小 圆 
担 41,4,,… ,4m， 要 求 满足 上 面 留 数 定 义 中 的 条 件 。 记 


0Q= cNU 4 
显然 ， 对 适当 选择 的 定向 有 
00= - (94,. 


由 Stokes 定理 我 们 得 到 


2xi Resp(w) = 2Ti 2 Resp (o) 
i=1 本 


eC 


-| “=0. 1 

定理 4.9 ”如 果 fEKCC) 不 是 常 秆 函数 ， 那 么 
,7p(CF) =0. 
ra 


这 意味 着 /的 雾 点 个 数 等 于 /的 极点 个 数 ( 重 数 计算 在 内 ): 
间 { 7 的 雳 点 } = 六 { f 的 极点 }. 
证 明 了 到 o= df/f 并 利用 上 面 的 留 数 定理 。 | 
推论 4.10 “如果 JE 天 (C) 不 是 常 值 画 数 ,那么 对 任意 ec C 都 
二 
六 /1(a)( 即 使 得 1(p) =a 的 点 的 个 数 》 
= 并 {了 的 极点 }。 
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这 说 明 任 意 一 个 复数 都 可 以 作为 了 的 丙 数值 ; 兰 且 每 个 玫 数 什 让 孝 
重复 出 现 同样 多 次 ( 重 数 考 虑 任 内 )。 . 

注 记 4.11 如 果 把 fFEKCC) 视 为 从 C 到 Riemann 球面 5S 的 
会 纯 有 映射 那么 上 面 的 推论 可 以 解释 为 ， -2 上 的 任意 一 个 点 都 是 
了 的 名， 而 且 每 个 点 的 原 象 个 数 都 相等 ( 重 数 考虑 在 内 )。 


85 微分 形式 


一 个 复数 2=x+iyE C 同时 表示 了 一 -对 实数 《x,y) € R?，, 人 
们 常常 在 考虑 C 的 复 结 志 构 的 同时 ， 也 券 虚 相应 的 RI。 例如， 一 -个 
画 数 / ，C -> C 策 可 以 视 为 RR? -> R: 的 映射 


| u(xX,y), 


v= U(X,Y), 
叉 可 以 视 为 R?->C 的 上 映射” 
f= UCx,y) +ivCx,y), 
如 果 同 时 考虑 C 及 与 之 相应 的 R35, 把 J/，C->C 视 为 Ri>C 的 
映射 ， 那 么 采用 以 下 记号 是 方便 的 ， 
记号 1 . 
dz= dx+idy, dz= dx-idy, 


dz2™ 2 (i) 


“90f af ， 9f 
元 误 Dx igy), : 
of 


ay af 57 _ 
下 y = gas oa 纪 。 


af = fax + 9 


这 时 显然 Sf - = 0 每 价 于 Cauchy-Riemann 方程 
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Bu Ov 


Ox dy’ 
Ou_ Gv 
Oy 9x” 


-f= uCx,y) + iv(x, JyY。 


网 而 了 是 么 纳 的 必须 并 且 只 贷 
» 0f 
5= 0。 

对 于 向 量 空间 Y 中 的 元 素 ， 可 以 定义 双 线 性 、 反对 称 的 外 乘 
积 八 : - | 

(Cav) 人 za = (or 人 pa)， 

Vit vAVs = UAVs + v1 /A Vo, 办 

V2A V1 = 一 -WA vo, Ai 


条 用 上 面 约 定 的 记号 ， 实 微 分 dx; :dy 的 外 乘积 与 复 微分 dz， 
dz 的 外 乘积 ， 有 以 下 关系 s 
2 ~ dygA\dz= -2i dzAady. 


定义 5.1 设 C 是 一 个 Riemann 面 ，{(U4,z1)} 是 它 的 生 纯 
坐标 覆盖 。C 上 的 一 个 微分 1- 形 式 和 ,， 局 部 地 由 


= fi(2i, Zi1) dz2i + gi(Zi; 21) da . 
绍 出 ， 这 里 ho 六 


= i 21) 


iu ,D707) Jiep 2)， 


i 


dp ED 


oe = 9321, I) 


定义 5.2 微分 二 形式 = (f1dz1+giaz1} 的 外 微分 4 定义 
为 : 
21 


d4= {djfi 人 dzi+dgi 人 dz5i} 


-全 深 )azsAazl. 
容易 看 出 ， 这 定义 是 确切 的 。 
定义 5.5 C 上 的 微分 I 形式 多 称 为 是 闭 1- 形 式 ， 如 果 
d4=0; 4 称 为 是 恰当 1- 形 式 ， 如 果 存 在 光滑 画 数 大 和 使得. 4 


of 9 
4=9j= 了 4z + 3d42。 
浅 记 5.4 ”由 于 
as _ 02f R 
020z 020%’ 


我 们 有 


aaa ($az + 中 4 ) 


02f 02¥ 
= 有 942 人 dz + asda 


0} “32 
5- A o。 站 


因而 恰当 形式 都 是 前 形式 。. ~ 
:定理 ,5《 微 分 形式 的 Stokes 定理 设 C 是 一 Riemann 而 ， 0 
是 C 上 一 个 开 集 ， 4 是 是 定义 于 包含 日 的 开 集 上 的 微分 1- 形式 . 则 


和 


这 定理 的 证 明 可 参看 讲述 微分 流 形 的 有 闫 书籍 、;， 
.推论 5， 6 . .如果 4 是 紧 Riemann 面 “上 的 微分 1 一 形式 ， 那么 


[i 
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§6 Poincaré-Hopf 公式 


证 C 是 一 个 紧 Miemenn 而 在 $4 我 们 已 证 明了 ， 对 于 站 这 
值 的 fEKCC) 有 : 


, 567) = 0。 


FES ， 


类 似 地 ， 我 们 考虑 这 样 的 问题 ， 对 于 非 乍 凡 的 GE 天 CC)， 
orp = 了? 


为 了 讨论 这 样 的 问题 ， 我 们 先 作 一 些 必要 的 蕉 每 
定义 6.1 设 ”… 
fe SR 
是 光 汪 呐 入 -天 风 环 纺 数 守 久 为 ， 人 
区 oady- 2dt zp a a re 
= ef . 


uv? 


环绕 数 者 示 ， 当 z 绕 51 一 周 时 ，/(z) 环 绕 R* 的 原点 O 的 图 数 
(这 直上 面 的 定义 武 河 以 看 出 ). 由 此 ， 我 们 看 由 一 件 十 旁 重 要 的 
事情 ， 环境 数 总 是 台数 ， 我 们 渤 关 到 , 环 嫉 由 是 浊 季 不 挛 重 ，T: 
如 果 f 经 过 光滑 同 爷 讼 化 和 
fi: SIi>RA\{O}, 0 委 t 委 
环绕 数 始终 不 变 。 这 是 因为 ; 在 同 从 变化 过 程 中 ， 疡 的 环绕 数 过 
续 变化 而 又 只 能 取 整 值 . i . 
~… 设 UCR 是 含有 原点 0 的 开 集 ， 
f: U\{0}-—>R:\{0} 
是 光 潮 映射 ,这 时 限制 在 如 中 环绕 原点 0 的 任 简 一 个 水 圆周 8 
上 ，: 的 环绕 数 应 该 都 相同 ， 因 为 当 一 一 个 小 圆周 连续 形变 至 另 一 
小 圆周 时 ， 环 绕 数 连续 变化 而 又 只 取 整 值 。 
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定义 6.2( 微 分 形式 的 指标 ) ” 设 忆 是 及 :中 包含 原点 0 的 一 个 
开 集 ， i 
A=a(x,y)dx +b(Cx,y)dy 
是 定义 于 'ND1i 的 F 信 在 各 点 均 不 海 4 的 一 个 微分 形式 
中 环绕 原点 的 任 一 小 圆周 5! 和 映射 1 
g: S11—>R\{O0},, 


| pi->Ca(p), bP)), 
微分 形式 4 在 O 点 的 指标 就 定义 为 映射 g 的 环绕 笋 
1 sd — vdu 
IndoA 3 ,9 i 
各 
的 选取 无 关 。 | 
通过 局 部 坐标 ， 我 们 名 以 定义 ( 实 ) 二 维 微分 流 形 上 微分 形式 
4 在 孤立 奇 点 ( 即 取 0 值 或 co 值 的 点 ) 的 所 桩 2:7 当然 需 楼 脸 ,证 这 
衬 定 义 的 指标 与 局部 上 标的 这 取 开关， 我 们 这 里 靳 不 再 详细 讨论 
了 。 ; 2 
以下 补 届 是 拓 朱 学 中 的 一 个 经 典 结 
十 理 8 3 交角 他 直 的 了 incatt Hel 搞 村 公式》 向 C 症 可 
na Re ee ee 
奇 点 外 是 光滑 的 ， 记 这 些 奇 点 为 pi,Pzs,* Pn, 则 - 


3 Fy 
3 国 


na 4= CO 
FR 
”这 里 xCC) = 2-3g 是 C 的 Euler : 示 性 数 。 i 
注 记 6.4 通常 对 于 向 量 场 陈 进 的 Reineere-Homf 指 杯 公式 
与 这 里 陈 迹 的 形式 等 价 " i 
利用 这 一 结 棵 ， 我 们 容易 得 击 关 于 半 纯 微分 的 相应 公 我 。 : 
定理 6.5( 关 委 华 纯 微分 的 了 Poincar6-~Hopt 指标 全 设 4 
是 紧 Riemann 面 ，wE KOC), 风 
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EE 


Yivp(o) = -x(C)。 


证 明 考虑 实 微 分 形式 
- A= Re w, 
我 们 来 计算 它 在 各 奇 点 处 的 指标 在 @ 的 奇 点 p 邻近 ， 名 的 局 部 


表示 为 
ww=2zr"dz，2EG 了 ， 1 


于 是 
A=Rew 
=r’(cos vO dx ~ sin v0 dy) 
Coo v0 + Sin v0) dy). 
由 此 看 出 i 
Indph = ko), - 
因而 “ ' | 
Zr(O = - Rm -xC)y. | 
Pee, 
37 复 流 彩 


定义 7.1 设 UCC" 是 一 个 开 集 。 复 画 数 户 UC" 称 为 是 

全 纯 的 ， 如 果 对 任意 的 | 
1 wo= 2, dE 
存在 Ee 二 0， 使 得 在 多 圈 盘 
i Plwo,e) = {z= (2 oa 52 的 EC | ze 一 zi < 
CI 
之 上 上 可 以 展开 成 收敛 的 (” 元 ? 竺 级 数 
f= BD apni, 0 人 
{ i 了 多 下 n>$ ， 


在 UCC" 至 纯 的 画 数 的 集会 记 为 geU). 
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定义 7.2 设 UcCcr 和 Yccn 分 别 是 C" 和 C" 中 的 开 集 . 

映射 1。U->V 丈 为 是 公 纯 的 ， 如 果 
1 = CCD 

的 一 个 分 县 (27 1,-…,m) 都 是 双 纯 画 数 。 映 射 
| i UY, 
称 为 是 双全 项 的 如 果 mm= f 是 单 、 满 双 纺 映 射 ， 着 上 7 
VU 也 是 全 纯 的 。 Se 

定义 7.3 一 个 复 流 形 久 是 一 个 连 通 的 Hausdorff 空间 , 连 

它 的 一 个 开 覆 盖 { 雯 oj 和 一 族 映射 

Fes UarC", Va 

满足 以 下 条 件 : 

a) za 是 从 人 vy .到 C” 中 的 一 个 开 集 的 司 胚 ， i 

b》 只 要 Us 败 Us 六， 那么 | 

Zp ° Zals Ze (Us NU CU, NUs) 

就 是 双 盆 纯 的 。 


7” 
AN 


U.NUs 


二 
一 上 


. 2 2Z6 e204 
2.Us NUs)— < 


is zc， NY) 
3 囊 - -ct 
这 时 ， 《Us ,zs) 称 为 局 部 全 针 符 标 ， {CU ,2 =. 放 称 为 全 结 符 标 
2 


定义 7。 ,4 设 X 和 Y 是 是 两 个 复 流 形 ， er ,zj 和 ty， ,wi)} 
分 别 是 它们 的 全 统 华 标本 闪 。. 一 个 连续 映射 
f: X->Y . 


称 为 是 全 纯 的 ， 如 果 它 的 局 部 坐标 志 示 二 .3 
wiof oz27!l, Zs (Us, NIV ODD 
(Vo, ti, En 后 DB - | : 
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都 是 至 纯 的 。 

如 果 f 是 单 、 满 他 纯 映 射 并 且 逆 映射 /-! 也 是 至 续 的 ， 则 称 
f 为 双全 纯 映 射 。 如 果 XX 与 Y 之 闻 契 在 双双 纯 上 映射 ， 则 称 关 与 Y 
是 同 构 的 复 流 形 , .并 称 这 双人 至 纯 上 映射 为 XX 到 Y 的 同 构 。 特 别 地 ， 
XX 到 自身 的 双全 纯 映射 称 为 是 XX 的 自 司 构 。 关 的 自 同 构 的 集合 记 
为 Aut(X), 它 对 于 复合 运算 成 为 一 个 群 , 称 为 是 X 的 自 同 构 群 。 

例 1 Riemann 面 都 是 复 流 形 (n= 1 的 情形 )。 
人 例 2 .: 设 Gr…,Ca 是 Riemanp; 硬 ，' 则 

i ” OixCoxw XC 
是 复 流 形 。 

例 3 矶 wsws sa C 是 2 个 实 续 性 天 关 的 复 内 有 

4 = {miw 二。 minten mre 人 且 i=1,.,2n} 
称 为 是 C* 中 的 一 个 格 。 容易 看 出 商 空间 "、 
A em “dx Ye 

是 一 个 复 流 形 . 

例 4， 在 CN{0} 中 定义 一 从 关系 《之 

C0, oes ) ~ 1,") 
< 之 存在 AEC，4 夺 0， 重 得 

1 EA (j=0," 0 
容易 验证 ，“--” 是 一 等 价 关系 ， 技 于 和 价 关系 把 CHNiDj 分 成 
等 份 关 。 (外 "7 碳 在 的 等 价 类 记 为 [fo …… 必 村 。CetN{O) 按 
这 等 价 关 系 的 商 空间 记 为 P"C( 不 臻 混淆 时 就 简单 记 为 P")， 称 
六 党 "六 射影 空间 , 一人 黎 为 基点 [ 扣 ,non]SfC 的 理光 
坐标 .。 
“我 们 指出 射影 空间 P*C 是 一 个 复 流 形 ， 记 li 
Va= {Le EJEPCIY RO0, 
这 是 下 'C 利 的 开 集 ， 定义 xi 如 下 
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zi: Ui>C", 
A gn 
人 下 i) 四 
“人 直下 
由于 ， 
汪 这， gi 
AEF En en, 罗 
这 样 定义 的 z， 只 依 环 于 齐 次 坐标 &0, eee, Fn 所 在 的 等 价 类 ， 因 而 
确实 是 定义 于 UiCP"C 上 的 上 映射， 葵 旦 是 到 C。 的 一 个 同 胚 。 在 
Zan2i 上 我 们 有 


CI- 1x Cox er -1xC*xC"-! 
(C*=C\{0)), 


2j Ce 0 91, 1, yi, ee ,wy 


(和 Ci 
Ci) 《有 

显然 , 2; 。zi 六 是 双双 续 映 射 。 这 样 由 {CUb zi 给 出 了 P"C 的 一 
个 双 纯 坐标 覆盖 ， 因而 P*C 是 是 复 流 形 . 
| 特别 地 ， "= 1 时 ， 复 射影 直线 PIC = 户 ! 与 扩充 的 复 平 面 
CU | 
区 改 ” Riemann 球面 人 都 是 同 构 的 ; 它们 可 以 看 作 同一 对 象 。 n=2 
时 ，P2C 是 复 射影 平面 。 我 们 讨论 多 的 主要 对 象 ， 就 是 PC 二 的 
代数 曲线 。 

由 于 P?C 的 实 维 数 大 于 3 ， 所 以 已 无 法 在 通常 的 Euclid 宏 
间 Rs 中 作出 几何 表示 。 通常 条 用 一 些 变通 的 办 法 给 出 示 意 狂 的 

Zs 


表示 ， 主 要 的 想法 是 用 实 射影 平面 Pz 尽 作 为 P:C 的 示 意 。PzR 
可 以 视 为 二 维 球面 8? 选 合 对 径 点 而 成 的 ，PzR 上 的 曲线 可 以 视 
为 5 上 关于 球 心 为 对 称 的 曲线 。 另 一 更 容易 作出 的 图 示 法 ， 是 
沿 适当 的 大 加 把 表示 P?R 的 5 前 开拓 成 平面 ， 而 把 S* 在 第 一 
卦 限 内 的 部 分 画 成 平面 R*: 上 的 一 个 三 角形 。 或 者 说 选择 R: 上 仿 
射 独立 的 三 点 ao ai da 过 它们 作 一 个 三 角形 ， 以 重心 坐标 为 
0 如 -| 
区 + 于 
的 点 表示 PzC 上 的 点 [eo， 
如 ,8?]( 这 往 当 于 将 表示 PC … 
的 S: 沿 大 贺 - 
0 
剖 开 ， 然 丰 拓 成 平面 多 ( 见 图 
1.8)。 “ | 
例 5 P26G .上 的 代数 曲 
线 89=Y2( 仿 射 方程 ， xy = 
1) 在 实 射影 平面 上 的 图形 如 
图 1.9(a) 和 (b)。 ， 


£90,0,13 


图 31.9(b) 


” 例 6 “PC 上 的 代数 曲线 
i Cn te 0 和 
( 仿 射 方程 ， 如 -zaHx= 9 在 实 射 影 冬 面 上 的 图 形 如 图 1.10€2) 


2 


图 “iis ， 


和 :Ty 
四 


定义 并， 可 赣 线 性 且 射 (用 年 阵 玫 未 7) 
人 ，C"+l_>Cantl 站 
秀 导出 P"C 到 P"C 的 一 个 可 和 邀 映射 ( 仍 记 为 工 ) 
7 PC»>PC, _ 
EE 然 ，TE AutCP CC)。 这 料 定 义 的 P"C 到 PC 的 陕 射 T， 称 之 
 P"C 的 绕 狂 自 同 构 。P*C 的 线性 自 网 构 的 集合 ;是 *AutCP"C) 
A 上 i ， : 上 | 
i J ， ， 


7.6 ”由 线性 函数 ! i 


ed , 本 Li’ si [ol "tl »C, ~ ET ， 
2 


ri 
. i=-0 - 
Ci=1,2,%,K) 


定义 的 P"C 的 子 集 

: V= {EPCI LE) = Le = = LE) =0) 

称 为 是 P"C 的 射影 线性 子 空间 ，( 由 Li (CA) = XLi(E), 容 易 看 上 
上 上 述 定 义 是 合理 的 。) 


注 记 7.7 如果 
i : i lV ， 
| ao ore ove ooo ) = 无 ， 
. ~ i 
堂 要 时 改变 变 元 的 式 序 (这 是 P"C 中 的 一 个 线性 自 同 构 ) ， 可 设 


, . Upp "= 
~ det{ .oo ooo os .oe ese one | 太 0，。 
i 


Li pkl “ls 


考虑 P"C 的 线性 自 司 构 
人 (i=0;1,., 7 —Kk), 


T= DU GO=n-k+tl,.,n). 
s=0 本 


经 过 这 样 的 变换 ， 站 成 为 > 
人 ERP CI 

我 们 看 到 ， 在 同 构 的 意义 下 呈 

“=PECCPrC。 .| .. 

这 说 明 ， 经 过 P'C 中 适 当 的 线性 自 同 构 ， 它 的 射影 线性 子安 间 

可 以 表现 为 标准 嵌入 P"C 的 较 低 维 的 复 射影 实 间 , 在 下面 的 情 

形 下 我 们 称 V 为 P"C 的 nk 维 射 影 线性 子 空间 。 维 射影 线 

性 子 竹简 称 为 直线 。PC 中 的 两 条 直线 或 者 重合 ， 或 者 俗 交 于 一 

Re 


定义 7.8 PC 中 的 个 点 P1,…, pi 称 为 是 处 于 一 般 位 置 ， 
如 果 其 中 任意 ! 个 点 | 

i : pi piss "es Pi, Un+1) 

不 在 P"C 的 一 个 1- 2 维 射 影 线性 子 空间 上 ， . 

， 例 7 在 PC 中 ， 两 点 Psps 处 于 一 般 位 置 , 当 且 仅 当 它们 不 
31 


看 ”. 


重合 ; 三 点 Pi Pp,, ps 处 于 一 般 位 置 ， 当 且 仅 当 它们 不 在 一 条 直线 
上 四 点 Pu pa,pa, pi 处 于 一 般 位 置 ， 当 且 仪 当 其 中 任意 三 点 处 于 
-一 般 位 置 。 

习题 7.1 试 证 


Aut(PiC) = {= + 外， ad - boseol. 
习题 7.2 任 给 PC 中 处 于 一 般 位 置 的 四 个 点 &， C1 C2 C3 
试 证 存在 唯 --- 的 线性 自 局 构 了， P2C 一 P2C, 使 得 


TOE1) =n: (i= 0, 1, 2, 3), 
这 里 、 
70 = [1, 0， 0j, n= [0， 1, 0j, 
#2 = [0, 0， 1], 7s = [1, 1, 1]。 
$8 代数 往 - 
本 节 介 绍 代数 筷 的 概念 。 先 引入 一 些 一 般 的 记号 . 
记号 


R= CLx!, x2, sx] 
= 个 长 元 Xl,e00, 
Ta{fym, fe} 
三民 中 由 f(x1, x"),. 
.Sr7=n+ 1 个 变 元 络 ,1， 


“的 复 系数 多 项 式 环 ， 


9 fk Cx1, 9 x") 生 成 的 理想 ， ~ 


“… 的 4 式 齐 式 多 预 式 组 成 的 线性 

空间 ， | 

SABS "| 
d>0 | 
元 的 各 沽 章 式 多 项 式 生成 的 分 次 
代数 ， 


7 = {F,, ,Pi} i 
= 他 中 由 Fceo, “oe, FE") ,is, F.C, 9 $") 生 成 的 齐 次 理 
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“ 想 ， 这 里 Fi€ SCG= 1 大)。 
易 验 证 由 F,, ,外 生成 的 齐 次 理想 为 


fr £ > " 
=D rn es). 


定义 8.1 .一 个 仿 射 代数 秘 是 C" 上 的 形 如 
Vo= {xEC"|f x) = … “= fr(x) = 0} 
的 子 集 ， 这 里 f1€ RGi=1,…,K。 特 别 地 ， 如 果 k=1，V 称 为 
仿 射 代数 超 曲 面 ， 这 时 deg f, 称 为 V ,的 次 数 。C? 中 的 仿 射 代数 
超 曲面 称 为 平面 仿 射 代数 曲线 。 
定义 8.2 一 个 射影 代数 徐 ( 简 称 代数 徐 ) 是 P*C 中 形 如 
. V= {EP"CIF(E) = .= F(t) =0} 
的 子 集 ， 这 里 PiE Sdi(i=1,.…,K〖)。 因 为 
CE = 4 FE), 
此 定义 是 合理 的 ， 显 然 V 可 以 写成 
汪 ={¢EP"CIF(E)=0, VvFEeL)}, 
这 里 1= {F,,.…， py 特别 地 ， 如 果 K = 1， V 称 为 射影 代数 超 曲 
面 ， 这 时 deg P; 称 为 了 的 次 数 。 PC 中 的 射影 代数 超 曲 面 称 为 下 
面 射影 代数 曲线 ， 简 称 丕 面 代 数 曲 线 . 
| C* 可 以 用 标准 方式 杠 太 PC- Cc"UP"- iC, 
; 2 Cr"_» pC, 
XY, e000, KX*) I> [1, x!, xX 了。 ， 
这 时 c. 中 的 仿 射 代数 所 与 PC 中 的 射影 代数 锯 之 向 存在 着 确 定 
的 对 应 关系 。 i 
定理 8.3 设 C" 以 标准 方式 柜 和 PC， 这 时 C* 中 的 任意 仿 射 
代数 簇 V。 以 确定 的 方式 对 应 大 PC 中 的 一 个 射影 代数 佑 YY， 重 
得 
VNC'=V, : 
反 过 来 ，P"C 中 的 任意 射影 代数 做 Y 地 以 确定 的 方式 决定 C" 中 
的 一 个 仿 射 代数 簇 W， 使 得 ， 
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Vo=V NC", 
证 明 任 给 仿 射 代数 秋 
Vo= {x€ C1) = filx) =0), 


命 
FC80, wo, E°) = CD 
i 2 sk 
则 射影 代数 短 | 
V= WEP"CIF) = =F.)=0} 
满足 | 
| VNAC"=V,. 
反 过 来 ， 对 于 射影 代数 入 
= {8EP"CIF (8) =. = F.C) =0), 
全 | 


fixl, ox") = Fil xz 
则 伪 射 代数 和 
7 Vo= fre coD = » =fntx) = 0} 
满足 : 四 
Ve=vne.. 1 . 
注 记 8.4 各 果 不 计 PIC=P"C\C" 这 样 的 分 支 ， 上 上 这 对 

应 关系 是 一 对 一 的 。 


i 、 
i 


,习题 8.1 本 出 曲线 和。 
‘Ei : a | 
y= TI (x 一 ai) 
的 实 图 形 ,. 泣 里 (Gf = 1,…,24 + 2) 是 实数 ， 满 足 
QA Lag 


(如 果 户 ,… fr 是 实 系数 多 项 英 } 
Vo={xEC"|f.Cx) = faCx) = = f(x) =0} 
是 由 fi, “0 fk 定义 的 仿 射 代数 秘 ， 我 们 把 R"f VY 。 称 为 Yo 的 实力 
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于 国 样 坟 ， 对 于 由 实 条 数 齐 六 顶 式 定义 的 射影 代 殊 入 
= {EEPC|F(E) = = Fle) =0), 
和 人 把 PR 其 为 了 i 
:| 建 义 8.5 ;给 定 于 "5 中 的 射影 超 曲 面 有 于 
C={tEP"CIF(E)=0} (FESa)， . 1 
我 们 可 以 作 因 式 分 解 i 
- a. i .FF= F™ 1 。 “FY ‘ ' | 
这 里 PiG = 1, .,D 是 不 癌 约 齐 次 多 项 式 。 如果 不 计 非 基数 因 
子 ， 这 种 分 解 是 哗 一 确定 的 得 应 于 这 种 分 解 式 ， 我 们 记 
1 . G=mm CO, 十 ,。 “me, 
这 里 
C1= {EP"CIFIE) = 0} (=1,,l) 
称 为 是 C 的 不 可 约 分 支 ，mj 称 为 是 Cj 含 于 C 中 的 重 数 ， 
特别 地 ， 如 果 本 身 已 是 不 可 约 的 ， 则 称 C 为 不 可 约 超 昌 
面 。 
例 1 考 雹 也 次 池 窗 代数 偶 线 名 = ATEEPC1P(PD -0 
*) d=1。 下 是 线性 齐 浆 画 数 ，C 是 一 条 光线 - 
b》 d=2。 有 两 种 情形 | 
(1) 下 不 可 约 , 则 C 是 不 可 约 圆锥 曲线 。 所 有 这 料 的 曲线 都 
是 射影 等 价 的 。 即 对 于 任 两 条 这 样 的 曲线 C 攀 C， 存在 户 E 的 
线性 自 全 物 汪 ， 使 得 T(C) = C7( 见 习题 82) 一: 
(2) 下 可 约 ， 则 下 = Fl. Ps， deg Pi = deg Fe = 1。 这 时 总 
者 人 
FaAF,, 
C 是 两 相交 直线 ) 或 者 . 
F,= 4F,, 
C 是 两 重合 直线 ， 即 一 直线 计算 两 次 。 
习题 8.2” 试 证 任意 两 条 不 可 约 圆锥 曲线 C 和 C /都 是 射影 等 
价 的 。 - 
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了 9 西 定 稳 所 指出 ， 下 机 代数 贞 绩 的 炎 数 有 镭 确 的 兄 何 章 
义 。 ! 

定理 8.6 设 C= res 1, gjeP'Clpeeo tt 二} 二 是 到 
次 代数 曲线 (FE Ss)， 对 于 任 定 一 条 一 般 匣 线 《 妈 不 汝 人 台 的 一 
个 分 支 的 直线 ) 五 都 有 

并 (CNL)=d, i 

这 里 井 (C 站 民 ) 表 示 C 入 的 交点 个 下 (点 重复 计 ) 

证明 : : 经 适当 的 线性 坐标 变换 可 也 假定 ” ，... ye 

0]E Pcl 0), ; 

因为 上 不 含 于 C， "不 能 整除 己 。 必要 时 得 经 过 形 如 


8 于 
~ 
El: = 作对 性 L 
i i 
i : i vl 》 
人 £2 二 去 Er : je 人 


的 泽 标 变换 (4 是 适当 的 各 站)。 则 可 设 . 
FO Bt) (d+ 会 他 全 二 名 的 项， | 
C 与 二 的 交点 由 方 oy Si 
FO0, 1, co = 0 人 
给 出 , ,我 们 有 和 
{PC0, ED = 看、 本 : i 
= 并 {FC0, £1,8°) = = 0, fit) + #00, 9 qh | 


f(x) = Foo, 1, 中 + 会 * 较 全 并 的 项 ， 


站 {FC0,e £2) = 0, SE0}=#{xECIfCE) = 0}= d, 
而 C0,0,52)=(82)430,， 所 以 
间 {FCO0e2) = 0} =0., i 
(CNL)=4d. | 2 
36 


#9 光滑 点 ， 切 空间 ， 隐 函数 定理 


对 仿 射 与 射影 两 种 情形 ， 分 别 八 十 有 关 定 文 。 

定义 9. 1 区 庙 樟 形 》， 设 

1 = {xEL" (zz) = = f(x) = 0), : 
是 仿 贡 代 才 接 、 一 点 pEV, 称 为 是 Yo 的 光滑 点 ， 如果 存 在 点 的 
一 个 邻 域 WW 及 {fs 下, 所}C{f, 和 ,fx} 满足 


a) VANW= {xE WIfi, (7) = fC) = "=f1,Cx) = 0)3 
| b? rank( fi, 《2 


. ， 、 fi {ud 
/4 
A a hi 2 


(这 时 ] 和 汉人 色 别称 为 代数 秘 Wo 在， n 点 的 会 维 央 和 纵 引 ) 
对 于 光 清 点 PpEV,, 我 们 把 C" 的 仿 射 子 空间 


"90 yt 
Ty = {vec"l> ft |, C9’ -= 2 


1 


称 为 是 Yo 在 p 点 的 切 空 间 。 i eo 
不 是 光滑 点 的 点 AE Vo 称 为 窗 点 。 四 


Yo 称 为 是 光滑 的 ， 如 果 它 它 的 所 有 点 都 是 光滑 点 (下 存在 奇 
点 )。 本 


特别 地 ， 如 果 Y。= {xG 下 图 成 站 = 0 是 护 射 让 攻 超 生 面 、， 那 
么 加 是 VV 6 鸭 光 滑 总 意 昧 着 字 (p) 玉 0; "并 并 存 夺 多 攻 ;使 得 


fi 
.| ， ， 
“Hr7 0。 一 os a 


“习题 9.1“ 宋 关 于 4,5 的 条 件 以 保证 
y=4xs+axt+b 
是 一 条 光滑 曲线 。 
提示 可 能 出 现 麻烦 之 处 是 使 得 
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Dx 08 
渡 请 4 
的 点 。 
下、 92 届 影 情形 ? 女人 
= {EP"C|F CE) = …=: gp - 0 


是 前 影 代 拓 入， EY 浆 为 是 了 的 洗 清 点， 和 在 在 2 的 
个 邻 域 抽 及 {Fr ，…, Fi} 性 {Fi Fk} 满足 1 


VNwW- (ewlR: mR 0 


b) ran ak 量 2 人 | = 
(这 时 和 mm -:! ne V 在 p 上 的 人 久 数 本， ) 
对 于 光碟 seEV, 我 们 矶 P ei "的 射影 线性 子 实 间 


Tp(V) = {ne P"C D3 © 


称 为 是 V 在 p 点 的 切 空间 . (由 于 | 
ran SR _ 
: ， ， ank( 和 -|, )- ; 
易 见 Tp SP"- ‘cc. 》 
-而 起 湛 请 点 的 态 3ET 称 ' 为 奇 库 。 有 
3 V 栈 为 是 光 光 的 如果 它 的 所 有 点 都 是 光 汪 | 点 - 全 在 在 奇 
点 )。 
特别 地 ， 如 果 站 = {£EP'CIFC) = 0} 是 射影 代数 超 曲面 ， 
那么 p 是 V 的 光滑 点 意味 着 FP) = 0， 基 且 存在 (Css?， 使 得 


.BFCE) 
er |, 0. oo 


|, 9 = 0» se 


9 是 VV 的 奇 点 意味 着 
“8 


aFdC)| _._ oF(t) 
3 


但 由 齐 次 画 数 的 Euler 公式 
六 616 - CdegF) . FOE), 


上 (9) = 


= 人 0。 
a 


后 死 
我 们 看 到 
OF $Y 00 = 0 之 F(E) = 0。 
因而 9 是 站 的 奇 点 当 且 仅 当 
FE)| OF)| .oF(W| _, 
35 oe ole "le 
习题 9.2 试 证 代数 狗 
ets F182- 0, 
CC Yi 
| CO 0 
是 光滑 的 。 | 
对 于 标准 嵌 大 
C "一 PC ， 
C10 sx Els 
一 全 机 代 娄 生 ,与 证 的 出 影 代入 了 世 相对 应 
Voe=VNC", | 


这 两 代数 乌 在 一 光滑 点 7 一 [1， p] 处 的 切 空间 也 有 类 似 的 关 和 
定理 9.5 ”在 上 面 陈述 的 条 件 下 有  “- 
TypVo=Ta, VNC", 
证 明 ”为 记号 简便 起 见 ， 仅 对 超 曲 面 的 情形 给 出 证 明 ; .一般 
情形 的 证 明 完 全 类 似 。 
设 
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Vo= {x€EC"|f(x) = 0 
V={E€EP"CIF(E) =0}, 
fCx!, “XxX") = PFC]1, x!, ,xX"), 


则 
fx) _9F(2)| 四 
Ox: Of: (1 19..9T *) ? 二 i, > 站 


记 P= (pb …，p")。 设 
[1,7] 三 [1, pi, *°° p"]EVN C"。 


2 ni -中 
《1 p) 
为 考察 了 cyY 和 C"， 记 
n= [1,y]= C1,y, 32] 


按 定义 有 


Tih, mV=|neP'"c 12) a 


于 是 


Tanavne hee: | 人 | 
1 (1995 


“OF(E) ) 
+ 之 0 sp -中 
但 “ 上 
9FCe) OFKe) ; 
55 C139 人 dt 本 “ 
_| arde) » OF) 本 
| og° E> Oi sp 
OFCE)， ” i 5 ; ~ 
人 产 a p’), : 
甫 按照 晶 aler 公式 
OF(Z) "OFCE) 
O09 €19p) 之 OF! (1sp) 
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.= (degF) 。FC1:pI…，P =0。 


所 以 
OF(&) ,TF ; 
906° | /a O21 | (9) 
aoFCG | ;pi 
-Zo 7) 
=- YP | (yi -pi). 
我 们 得 到 


TonVNcC"={ye C"”| 之 / 7 (27 | epop -中 


Ox i 
=T, Vo. | 
P*C 中 的 代数 饶 在 其 光滑 点 邻近 的 结构 ， 类 似 于 一 个 较 低 维 
数 的 复 流 形 。 为 说 明 这 一 事实 ， 将 利用 全 纯 聊 画 数 定理 。 先 介绍 
多 复 变 画 数理 论 的 一 些 方便 的 记号 约定 以 及 将 要 用 到 的 结果 。 
同 单 复 变 画 数 的 情形 一 样 ， 我 们 引入 以 下 的 形式 记号 。 
记号 、 


dzi=dxit /1dyi, dz7 =dxi~ -1 dy’) 
9 _1/0 一 0_1/ ieyi 
i 硬 -3 + Ig) 


0 0f 一、 
af = D(a + ira). + 
由 单 复 变 画 数 论 的 结果 ， 一 个 函数 f 关于 变 元 之 一 2z' 是 公 纯 
的 ， 必 须 而 且 只 须 


六 =0 (Cauchy-Riemann 方 稳 )。 


引 理 9,4COsgood》 了 在 开 集 UCC" 中 全 纯 的 充分 必要 条 件 
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是 它 对 每 一 变 元 z! 盈 印 Gf = 1,…,n)，, 
证 明 ” 必 瑞 性 是 显然 的 ， 今 证 充分 性 。 设 
Zo = (33,°%,20)EU, 
由 于 对 每 一 变 元 zi 答 纯 (j =1,.…,n)， 考 虚 zo。 邻近 的 多 圆 环 
T(z0,6)= {LEC"NIE -zd } =6, j=1,.,n}, 
对 每 一 变 元 逐次 利用 Cauchy 积分 公式 得 


_ A 4 rd 
7 2) | | : ‘", 
T (zo s) 
由 这 表达 式 ， 利 用 
1 1 
diz (Ci 2) — (2i zs) 
1 _ 1 - 、 1 t 
站 Zig 
下 人 i 
rm 2) 1 


(A 
立 寻 得 到 了 关于 所 有 灾 元 的 等 级 数 ， 


f= > Eh 1 | 


iys ”> in>0 和 
推论 8， 5 7 在 开 集 cc* 中 全 纯 的 充分 必要 条 件 是 
和 =0 G = 


《这 称 为 Cauchy-Riemann 方程 )。 
记号 ”把 在 原点 (0,…,0)EC" 邻近 他 部 的 画 数 的 集合 记 为 
5 .。 《注意 ，@ 中 各 画 数 全 纯 的 范围 可 以 不 同 。》 
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定理 9.6( 全 纯 隐 丁 数 定理 ) 设 fy ,fs € 8n 满 足 


det (oh (2) 


O21 让 0, 


) FE 


则 存在 wi,…ws E G 。-1 使 得 在 《0,*… ,0) EC" 邻 近 有 
fi1C2) = "=f (7) =0 SP 2 = ,7 "), 
t= 1,2,°, Kk, 
证 明 ”利用 C* 隐 画 数 定理 ， 我 们 能 得 到 C- 丁 数 w …，t 满 
足 上 述 要 求 。 剩 下 的 事情 只 是 要 验 证 这 些 西数 w1,… ,好 是 至 纯 
的 。 
记 z = (zt! 2")。 对 于 K+ 1<o<n 我 们 有 


0= 二 Cult), 2 ) 


af (okz'),z77) 01 et) 上 


x v3) ) + ,3 人 人 2 SD 2 


Bf s(w(2'), 2’) Ow Cz’) 
= 之 


5 

( 罗 为 11 全 二 4 都 为 备 0=K 1 | 

对 于 0, ., 0) E Ce 仓 朱 的 /应 有 四 
ae 二 0 

丰 上 面 推 得 的 等 式 立 即 得 到 | 


7/ : i N 
dws ) -0 (l= 1,., Ks a=K+1,",n), 
Ox’ : 、 - . 


wi, ,WE Cu- 四 
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在 下 面 的 习题 9.4 中 ， + 要求 读 者 直接 用 短 级 数 站 证 明和 挝 宅 理 的 
一 个 看 要 的 特殊 情形 。 解 题 的 六 过 程 虽然 较 长 ， 却 是 一 个 很 好 的 练 
习 。 
以 下 命题 是 隐 画 数 定理 的 一 个 应 用 。 
命题 9.7 ” 设 X 是 一 个 紧 复 流 形 ， 世 是 它 的 一 父 前 连通 邓 
. 集 。 如 果 存 在 由 X 的 局 部 坐标 邻 域 组 成 的 了 的 预 六 {W,} 及 
fh, "ECEOW, ) 满 足 
， a) 解析 方程 
YNW,= {pEW, | f10p) =.. “=fi(p)=0}; 
b) Jacobian 条 体 
则 Y 了 是 一 个 n-i1 维 紧 复 流 形 . 
证 明 只 须 给 出 了 的 房 部 坐标 。 必 要 时 对 覆盖 进行 加 细 ， 
可 设 
:hs WwW, =UrFxV, CC -ixC,, 
并 且 存 在 双 纯 映射 
U,—>V.,, 
UI-5g9;(u,) 
满足 
(UV IEYNW, Sp, = 9, (4), 对 
我 们 可 以 取 vw, 作 为 了 在 YNW, 中 的 局 部 坐标 ， 具体 验证 留 作 习 
题 。 】 
习题 9.5” 试 证 上 面 给 出 的 ww 全 得 4， “4 在 有 定义 之 处 都 
是 双双 纯 的 ， 从 而 完成 上 面 定理 的 证 明 ， 
定义 9.8 ”如 上 面 命题 中 的 Y 称 为 是 多 的 揽 子 流 彩 ， 
不 可 约 代数 筷 总 是 连通 的 在 第 二 : 章 中 ， 对 于 在 面 代数 且 线 
的 特殊 情形 ,我们 将 证 明 这 一 结论 ;、 由 上 面 命题 ， 任何 光滑 的 不 
可 约 代数 和 锯 VCP"C， 都 是 是 情 "C 的 复 子 党 形 。 特 别 地 ， 光 请 的 不 
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可 约 代数 曲线 〈 一 维 光 滑 不 可 约 代数 簇 ) 一 定 是 一 个 紧 Riemann 
面 。 
习题 9.4 ” 设 二 元 谷 级 数 


f= > anaX"y" 


msn>0 
在 〈0,0)EC2: 邻 近 收 你 ， 着 且 
fC0,0) = a00=0, $2 (0» 0) = ooi 二 0. 


a) 试 证 存在 唯一 形式 震级 数 
YX = bxX+hox? 十 一 p30 
使 得 
fCx,y(x))=0。 
b》 试 证 对 适当 小 的 ?二 90， 和 龙 级 数 


Shr 
在 {xEcllxl<o) 收 鸡 。 


提示 ”不 失 一 般 性 ， 可 设 4o1 = 1 (车 不 是 这 样 ， 可 用 ca5i ' 7 
代替 户 。 我 们 可 以 写 


f=y-ci0ox— 了 >， CnnX"y", 


这 里 Cmn = — dnne 
a) 把 y(x) = 5b;y’ 形式 地 代入 7 的 上 述 表达 式 ， 证 明 各 
5 ;可 深 项 唯一 确定 并 且 表 示 为 ct K+1<i》 的 正 采 数 多 项 式 
b;=P;(Co10C20 "Cj 0 Cj 1 1 "3 001) 
b) 利用 Cauchy 优 级 数 法 证 明 级 数 
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yx) = Sb,xi | 
站 你。 由 于 存在 >>0， 使 得 jx | 反 ”， 1 < 时 竺 级 肯 i 
y odor p33 -mm 


m+n2>2 


收 你 ， 故 可 设 
lens | <Mrreen。 


和 


记 y160 = Mr- 1， Yan 考虑 


PX,2) = 2 Yo p> yo 


十 玫 这 2 


os 


=2— Mr-ix— > ] Mr-‘™tn)xmg" 
， 殉 十 开关 人 


3 


对 < 逢 方程 pCx, 总 二 0 得 
TY 
i | 2Cr+ MO/r? AN 

〈 取 负 号 是 为 了 使 zx(0) = 0)。z 的 这 一 表达 式 在 


1z | <2= r2 rr MI 
处 守 坟 必 成 中 站 入 下 RR 


四 


按照 与 a) 中 类 似 的 讨 i 可 知 各 -这 满足 
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B;:=P,;(y10,Y20,""*,Y; Os9Vj-1s 1; 7 0;), 


于 是 我 们 得 到 
| 5b; | |iP;Cero, cor, C00 1 1 "C0i) | 
<P, (yioV2 0 yjioyyi-1， ioi) 
=6,,. | 


由 此 得 知 需 级 数 

. y= Dybixi 
+ : j 一 工 
也 在 | x | < 时 收敛 。 


§10 紧 Riemann 面 到 复 庙 及 
空间 的 全 纯 映射 


前 面 已 经 谈 到 ， 紧 Riemann 面 的 研究 与 代数 曲线 的 研究 有 
密切 的 关系 。 可 以 说 紧 Riemann 面 是 体现 代数 曲 线 内 在 性 质 的 
抽象 物 ， 而 代数 山 线 则 是 紧 Riemann 面 放大 到 复 射影 空间 里 的 
实现 ， 与 放大 方式 有 关 的 性 质 则 是 代数 曲线 的 外 在 性 质 。 紧 Rie- 
mann 面 可 以 媒 大 到 较 高 维 的 复 射影 空间 里 去 , 而 一 般 只 能 浸 和 到 
PazC 中 去 ， 但 可 要 求 只 有 有 限 个 通常 二 重点 。 研 完 紧 Riemann 
面 的 内 在 结构 号 代数 曲线 在 复 射影 空间 的 外 在 几何 之 间 的 联系 ， 
则 是 代数 曲线 论 的 一 项 十 分 重要 的 任务 。 

本 节 讨 论 与 此 密切 相关 的 一 个 问题 
影 衬 间 的 双 纯 映射 。 主 要 结果 吕 、 

定理 10.1 内面 O 上 的 和 任意 4 4 1 个 线性 无 关 的 全 
纯 图 数 fo, f 1,…; f: 按 确定 的 方式 给 出 从 .@ 到 PC 的 一 个 非 退 
化 的 双 纯 陕 射 ( 即 象 集 不 双 在 一 个 n-1 维 射影 线 性子 空间 内 的 
全 纯 映射 )。 过来，0 到 PC 的 任 认 一 个 汉化 的 双 缚 映射 
都 可 以 由 这 种 方式 给 

在 证 明 这 -- 和 放 ， 我 们 先 来 着 一 些 重要 而 有 超 的 例子 。 
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例 1C 有 理 典 范 曲 线 ) 取 Riemann 球面 S= P1C 上 的 n+1 
个 线性 无 关 的 科 纯 画 数 
oz) =1,f1(2) =2, ,fr(2) = 2", 
由 此 给 出 一 个 从 S 到 PP"C 的 映射 
fz) ={[1,2, ,2z"], 
fo0) =50, 0, 1, 
容易 验证 这 映射 是 全 纯 的 。 利 用 Van der Monde 行 列 式 可 以 证 
明 这 映射 是 非 退 化 的 ( 见 下 面 习题 10.1)。 利 用 齐 次 坐标 ， 这 映射 
可 以 写成 
JE = LE)" 0)" 1g1,. 机 
这 里 [5,51 是 时 PE: 浊 闻 [起 。 
n=1 的 情形 : . i 
LE E11) = Ce°, £1), 
这 是 恒 同 映射 。 ， 
= 2 的 情形 . 
Le = [Co 0 | 
:和 D1 
、* 本 ce . i 本 
| 02， 四 
这 里 ro ¢1, ,是 PiC 申 点 的 齐 次 坐标 容易 看 出 这 是 一 圆锥 曲线 
0 
的 参数 方程 ， 即 : 
fCP1C) = { [eo, 《1， z2]E PzC | ro Cs oy. 
平面 的 性 题 10.1 告 诉 我 们 ， 映 射 J，P5CG-P"9 是 单一 的 。 
特 唤 地 ， 对 手 n=2 的 情形 ，f，P1C-~PzC 是 到 圆锥 曲线 goca 
0)?2.= 0 的 单 、 洪 上 映射， 这 涪 明 所 有 团 锥 曲线 的 抽象 Riemann 
面 都 是 Riemspn 球面 5S = pi, ;i 
n= 3 的 情形 : 
AELE E11 = [CE°)3, (E281, oF1 )2, ce yj 
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即 


to = (6°), 、 所 

{ 《1 = CC)2E1, (10 1) 
Cr = 0°08), ”. 
3= (7) 2。 


易 验证 这 是 下 面 的 代数 徐 的 参数 方程 
ors — tit = 0， 
Ct =0, 《10.2) 
(2 一 =0, 

此 代数 答 是 光 清 的 (见习 题 9.2)， 基 实 图 形 是 如 图 1.11 的 一 个 渐 

增 螺 旋 线 。 - | 


图 1.11 代数 筷 《10.2》 的 实 图 形 


习题 10.1 设 
f:.PIG->P"C 
是 有 理 典 范 曲 线 。 试 证 PIC 中 任意 一 组 两 两 不 同 的 点 的 象 在 P"C 


中 处 于 一 般 位 置 。 
提示 ”利用 Van der Monde 行列 
习题 10.2 试 证 
a) 有 理 典 范 曲线 (10. 1) 是 代数 钱 (10. 2) 的 参数 方 程 ， 
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b) (10 - 思 中 任意 两 个 方程 不 能 给 双击 fPIC). 
定义 10.2 给 定 E 上 的 一 个 格 
A {m1 w+ motws | rm m2 CZ}, 

以 wi, ws 为 双 周 期 的 Weierstrass 多 西数 定义 为 满足 以 下 条 件 的 
(唯一 ) 丫 纯 画 数 ， 

a) 双 周 期 性 ; 

PFW) = RW) C=1, 2) 3 
DBb)》 和 极点 条 件 ， 多 的 极点 公 在 A 上 ， 在 极点 0 处 其 Laurent 展 
式 形 如 
- PW) = whe), 

hw) 在 0 点 邻 进 双 统 ; 并 且 hC0) = 0。 

我 们 看 到 满足 条 件 ，)，b) 的 个 纯 而 数 是 只 一 一 的 ， 
秆 纯 画 数 9 也 满足 ay)，b)， 那 么 (w) - @ (w) 在 C 上 解析 并且 
有 界 〈 由 双 周 期 性 )， 所 以 

FWD) 一 5 (0) = const。 
但 多 (0) - B (0) =0， 所 以 
2 

习题 10.5 ” 试 证 

a) FPC-wW) = 如 (GD 

b) 9 全 =493+a+b (对 适当 的 常数 a,bEC). 

提示 六 人 49 0 没有 极点 ， 由 双 周 期 性 知 ， 


它 只 能 是 常数 b， 
例 2 ”对 于 格 4 = {mi wi + mz ww mvmaE 2Z)， 记 
3 C=0/A,.- 
和 这 是 一 个 紧 . Riemann :而 考 赎 肌 射 
j，C-=~PzC， 
[Wo rfl, FW), FO0Y] 
([wj 表 示 w 所 在 的 模 4 的 等 价 类 )。 


由 习题 10.3， 我 们 看 到 这 映射 的 象 黄 在 仿 射 平面 代数 曲线 
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yt= 4x3+ax+b 

之 上 。 添 上 无 穷 远 点 [0,0,1], 这 是 PC 中 的 三 次 代数 曲线 
ZY = 4X3 十 axz? + bz3, 

为 证 明定 理 10.1 作 准备 ， 先 介绍 复 流 形 上 的 有 理 两 数 〈 企 纯 

画 数 ) 的 概念 。 
”定义 10.35 设 X 是 一 个 复 流 形 ， {CUi,9ih)) 满 足下 述 条 

件 : 

a) 人 分 是 “的 开 秽 关 

b) gi,hiE GU), hs0s 

c) 相 容 性 : 只 要 Van 去 多， 在 Ui [1Ui; 上 就 有 

gihji=9ihi, 
p= gh 《在 U; 上) 

给 出 的 XX 上 的 画 数 称 为 有 理 图 数 《 宇 纯 画 数 )。 

X 上 妈 体 秆 纯 画 数 的 集合 记 为 KCX)， 它 显 然 构 成 一 个 堪 。 

当 X 是 Riemann 面 (dimXX=1) 时 ， 这 里 定义 的 全 纯 画 数 与 
以 前 的 定义 一 致 。 | 

注 记 10.4 对 于 dimX = nm 之 1 的 情形 ， 一 个 定 纯 画 数 “有理 
画 数 ) 一 般 不 是 到 PC 的 全 纯 映 射 。 例 如 : 在 C2 上 考虑 中 纯 夯 数 
9=y/x， 当 (Xx, 四 沿 不 同 的 直线 y= AX 趋 于 (0， 0) 时 ，? 趋 于 不 同 
的 极限 值 4， 因 而 


lim pCX, DD 
(x, y)-(0. 0) 


不 存在 。 这 说 明定 义 于 高 维 复 流 形 上 的 竺 且 本 可 能 在 某 些 点 
不 取 任 何 值 ， 甚至 不 能 取 值 ce。 | 


这 时 由 


£ 例 3 设 和 
PY = Pe, )E se 
QC) = Qe, EY) ES Qs0, 
易 验 证 i 
_ ee 
GCC) 
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出 P"C 上 的 什 纯 画 数 。 为 此 ， 只 须 取 通常 的 局 部 全 纯 坐 标 


1Ui= 伟 =[Eo，…en JSP CE 于 0)}， 


并 取 


0 2 i | 0 -i i 
: G10 eo, 1, Zitl 27 = P20, ,Zs 1,1,2itl, ,2?) 


国 P(gré) = (去 ) “Pr ， 
3 


1 +1 
Py 本 2 
= Qa9, 2! 
者 


下 
了 二 站 
1， 了 


=Q (= (F) Qcw. 
显然 2; 和 是 会 纯 两 数 ， 


它们 满足 相 容 性 条 件 并 且 
机 - Ai 地 0， 
击 
P . 
?= 可 = 和 (在 U, 上 上) = 
例 4 特别 圭 ， 在 上 例 中 家 
PO =E', Qe, 
我 们 得 到 P"C 上 的 和 纯 画 数 
人 i i x = 各。 加 可 


(此 华 续 画 数 限制 到 Uo=C*" 上 就 是 第 i 个 坐标 ， 因而 记 为 2 
命题 10.5 设 C 是 是 Riemann 面 ，X 是 复 流 形 ， ypE REX) 有 
{CU,, gis 上 ,)} 给 丛 出 ， f: C 一 X 是 至 总 映射 ， 
iO U {hi = 0}。 
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则 frg =p fe KCC), 
证 明 置 Wi= 广 1(U 4,)， 则 f*p=p。f 是 由 
{CWi, f*gi, {*hs)} 
给 出 的 中 纯 画 数 ， 
fo f= Hf WD 


(CC 人 [th =0} 保 证 了 f*hi=hi。 /三 0)。| 


现在 ， 我 们 可 以 来 证 明 本 节 开 始 时 给 出 的 重要 定理 了 。 
定理 10.1 的 证 明 设 fo, 了 ， ,fr 是 C 上 n+1 个 线性 光 关 的 
牛 纯 画 数 ， 考 碟 由 C 到 PC 的 映射 


fCD) = [7oCp) ,fp ,on, frp) 


除去 一 些 例外 的 点 《foyfi,…, fr 会 为 0 的 点 及 各 fi 的 极点 )，/ 
有 确切 定义 并 且 是 局 部 至 纯 的 。 我 们 指出 这 映射 可 以 至 纯 地 开拓 
到 整个 Cl。 设 9 是 C 上 的 例外 点 之 一 ， 则 对 于 使 得 z(9) = 0 的 C 
的 局 部 坐标 ， 在 4 点 邻近 有 

fi=2" ihi(2), hiCOOKEO Ci=0,1,.,n), 
取 . 

v= min{Vo, U1, ***, Vn}, 
区 
f(z2) =[z "fo(2), "27" fC2)] 
=[z"o "hz), ,2 "7h, 2) 

这 在 z = 0 处 已 有 定义 ， 荐 且 在 这 点 及 邻近 也 是 全 纯 的 。 例 如 ， 如 
果 2 = 2， 则 

fC2) =[RoC2)， 1 oh C2), re ohn (2)] 
fo 1, 一, fn 的 线性 盛 关 条 件 保证 了 f 的 象 集 不 会 至 落 到 某 个 n-1 
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维 射影 线性 子 宏 间 之 中 ， 因 而 了 是 非 退 化 的 。 
反 过 来 ， 谈 路 定 从 C 到 P*C 的 非 退 化 至 纯 映 射 f。 券 虑 书 : 
上 的 牢 纯 画 数 z5 ,x*。 由 于 ， 
fcEPrclto=0}=P"-iC， 
而 了 非 退 化 .因而 
f(COIF{EEPCIE =0)}。 
于 是 Fi = /xi sx of 是 C 上 中 纯 责 数 (= 1 ,7， 古 且 
. 1， fi 0, fn 
线性 无 关 〔 如 果 它 们 线性 相关 ， 则 f 的 象 集 将 全 洲 在 革 个 m 一 1 维 
-射影 线性 子 空间 内 )。 | | 
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第 二 章 ”正则 化 定理 及 其 应 用 


本 章 讨 论 平 面 代数 曲线 的 正则 化 并 给 出 若干 十 分 重要 的 应 
用 。 所 谓 正则 化 ， 就 是 给 不 可 约 代数 曲线 某 种 人 至 纯 的 参数 表示 ， 
这 种 参数 表示 的 定义 域 是 适当 的 紧 Riemann 面 。 我 们 将 看 到 ， 
正则 化 在 -一 定 意义 下 是 唯一 的 。 


§ 1 平面 代数 曲线 的 奇 点 


孝 虚 平面 代数 曲线 
C={[z,x,yE PC|F(z, x,y) = 0}. 
典 据 隐 画 数 定理 ，C 在 光滑 点 邻近 的 结构 是 比较 简单 的 一 一 在 光 
滑 点 邻近 C 局 部 地 双全 纯 地 对 应 于 C 上 的 一 块 开 集 。 可 能 出 现 太 
烦 的 点 是 奇 点 ， 即 使 得 
= 人 (P=) =0 
的 点 p。 让 我 们 来 看 一 一 看 在 奇 点 处 将 会 出 现 一 些 什么 情况 。 
设 p 是 平面 代数 曲线 C 上 任意 一 点， 选择 PC 的 坐标 使 
p=『1,0,0j， 仍 设 C 的 方程 为 FCz,x,y)=0, 记 
fCx,y) = Fl, Xx,y), 
则 了 Cx,y》 = 0 对 应 的 曲线 是 CN C?， 这 里 认为 C? 以 标准 方式 檬 和 


P2C, 
C2_»P?C, 


(x, y) i—>[1, 多， yj。 
把 f(x, 写成 次 数 递增 的 一 些 齐 次 多 项 式 之 和 : 
FOX) = fx I) + fi YF + falx, y), 


这 蛙 /ji(x,yDG1 =, ,42) 是 了 次 齐 次 多 项 式 ， 记 地 0。 由 十 (0， 
0) =0， 必 有 二 1。 
如 加 = 1， 那 么 
fiCx, y) = ax + by 寺 0, 
即 
=a 二 0 或 者 了 人 于 | 40. 


9. 0) (0, 6@) 


sf, | 
Iie 


这 意味 着 p = (0.0)? 是 C 的 个 光滑 点 。 这 时 C 在 p 点 有 了 唯 -切线 ， 
fx,y) =ax+ by=0, 
因而 我 们 又 说 了 是 C 的 一 个 简单 点 。 
要 使 p 是 C 的 一 个 奇 点 ， 必 须 而 且 只 须 K 芝 2。 如 果 K= 2， 那 
么 


而 
(xy = ax + 2bry + cE0; 


C 在 Pp 点 有 两 条 《相交 或 普 相 重合 的 ) 切线 ， 它 们 由 方 称 
folx,y) =axi+2bxy+ ey = 0 
给 出 。 这 时 我 们 说 p 是 C 的 一 个 二 重点 
类 拟 地 ， 如 果 =3, 那么 C 在 P 点 有 三 三 条 切线 ( 重 切 线 重 复 
计数 )， 它 们 满足 方程 
fsCx,y) = 0， 
这 时 我 们 说 p 是 C 的 一 个 三 重点 。 
一 般 地 ， 如 果 
- J 一方 二 …= 生 户 - 一 0， fi 在 0, 
那么 C 在 p 点 有 于 条 切线 ( 重 切 线 重 复 计 数 )， 它 们 由 方程 
filx,y)=0 
给 上 册 。 这 时 我 们 称 p 为 C 的 一 个 大 量 点 
定义 1.1 p 称 为 是 C 的 一 个 通常 重点 ， 如 果 p 是 C 的 一 个 K 
重点 并 且 C 在 这 点 的 条 切线 都 不 相 重 合 。 


56 


例 1 考 蹇 代数 曲线 C， 
x3— x2+ y=0, 
我 们 有 
fo 三 用 1 寺 0， 
fox Y= x+tY = YX + 7, 
因而 原点 (0.0) 是 C 的 一 个 通常 二 重点 。 这 曲线 的 实 图 形 见 余 2.1. 
例 2 ” 苦 察 代数 出 线 C 
X3 二 X2 十 32=0。 


我 们 有 


j 二 六 =0 
falx, yi), 
诛 点 (0,0) 岂 是 C 的 一 个 通常 二 重点 。 这 曲线 的 买 图 形 是 千 向 的 
( 见 图 2.2)。 


例 3 芳 佬 曲线 C 
x3— y= 0, 
我 们 有 
fo 三 /1 尘 0， falx,y) = 2 


| 


1 


此 人 鲍 中 的 原点 (0， 0) 是 非 通 常 二 重点 一 一 兴 点 ( 见 图 2.3)。 
y 


图 2.3 , 图 2.4 


习题 1.1 试 证 原点 (0, 0) 是 以 下 曲线 的 通常 三 重点 : 
《x2 32)2 二 3x28 — = 0。 
(利用 极 坐 标 方程 容易 作 世 这 曲线 的 实 图 形 ， 见 图 2.,4。) 


§ 2 不 可 约 平 面 代数 曲线 的 连通 性 


首先 ， 我 们 指出 平面 代数 曲线 C 的 奇 点 集合 全 是 一 个 有 限 点 
集 。 为 此 ， 我 们 需要 讨论 代数 多 项 式 的 结 式 与 判别 式 。 
引 理 2.1 设 D 是 一 个 唯一 分 解 整 环 ， 
fx) = a0x" + + am 《do 于 0)， 
gx) = box" 十。… 十 bn 
是 Dt 多项式， 则 f 与 9 有 非 平 凡 公 因 式 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 不 都 是 0 的 两 个 多 项 式 忆 ,GE DFEx]， 满 足 
degF <m, degG<n, fG= gr 
征明 ”由 代数 学 中 熟知 的 Gauss 引 理 ，DFx] 也 是 唯一 分 解 整 
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环 。 设 # 是 上 和 9 的 非 平 凡 公 因 式 ， 则 
f=Fh, FED[Ix), degF <m, 
g=Gh, GE Dix degG<n, 
由 此 即 得 
| JC = gr. 
反 过 来 ， 如 果 存 在 个 都 是 0 的 两 个 多 项 式 上 ,GE DITxj 满 足 
degF < mn, degG<n, fG = gF. 
那么 了 的 非 球 凡 因 式 不 能 前 是 的 因 式 (因为 deg 上 -<degf)。 出 
唯一 分 解 性 质 ， 必 有 f 的 一 个 非 于 凡 因 式 能 整除 9 。 | 
把 上 面 引 理 中 的 多 项 式 f,G 明确 地 写成 
FOx) = Aox” lt Tt Am-1 
G(x) = Box" i+* “+ Bi 
对 fG = gF 两 边 的 系数 加 以 比较 就 得 到 ; 


aoBo = boA, 
aiBo + aoB, =biAo + boA, 


amBn -1 二 b nm 1。 
将 上 式 看 作 是 关于 Bo;… ,Bi-1,A4o,"… ,4m-i 的 齐 次 线性 方程 组 ， 
划 它 有 非常 解 的 光 分 必要 条 件 是 二 系数 行列 式 等 于 0 ， 


ao bo 
Qa! ao b .bo | 

21 : bi : 国 
| dp : : 
| ao 0 
am ; bn : bh 

on 3 

dm b, 
~、 ~ ~ 
# 列 直列 
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把 这 行列 式 稍 作 变 形 ， 我 们 可 以 将 所 得 结果 陈述 为 下 述 定 理 。 
定理 2.2 设 2 是 唯一 分 解 整 环 ， 
fx) =a0x" +t aX" lite +amn (ao 于 0)， 
g(x) = box" thXx"Tl+te + bn 
是 D 上 两 多 项 式 ， 则 上 与 9 有 非 平 凡 公 因 式 的 充分 必要 条 件 是 行 
列 式 


Bf ,9) = 0， 
这 里 
| ao dai 。 am 
| dao U1 am 
ao ai am 
Bf,9) = 。 

bb we ob | 
| bo b, bn 
ee [La 里 . Db . 
| : | 
i bo bi 1 bn | 


定义 2.5 上 面 给 出 的 行列 式 %(f;9) 称 为 是 f 与 9 的 结 式 。 

推论 2.4 ”在 定理 2.2 的 假设 条 件 下 ,存在 多 项 式 0,PE D[x]， 
dega< 二 n，degb 二 m， 使 得 

Q(x)f x) +BCx)9g(z) = Rf 9)。 

证 明 ”把 结 式 多 (f ,9) 的 第 m +n 列 第 i 行 元 来 的 代数 余子 式 

记 为 4;， 拜 记 
QCX) = Axil+ + An 
. BCOx) = Ansix” 1l+ oe + Antme 
则 容易 验证 
aCx)f Ex) + BX = Pf,9). | 

定义 2.5 ” 设 D 是 唯一 分 解 整 环 ， 则 /GE DLx] 与 其 导出 多 项 

式 f'E Dix] 的 结 式 
Bf) = .P04,1’) 
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称 为 是 7 的 判别 式 ， 
推论 2.6 ” 设 忆 是 叭 -分解 整 环 , 则 /二 D[x] 有 重 因 起 的 充分 
必要 条 件 是 世 的 判别 式 侍 0 : 
Bf)= RB,’) = 0, 
引 理 2.7 设 C 是 平面 代数 曲线 。 旭 可 选择 坐标 系 使 C 县 有 

以 下 形式 的 仿 射 方程 

jx =Y" tax I++an(x) = 0, 

这 里 aj(x)E CLx]，deg aj(x) 太 7 或 者 aj(x) = 0。 

证 明 设 曲线 C 的 仿 射 方程 为 
gx =0, degg=n., 

如 果 9 不 其 有 上 所 要 求 的 形式 ， 则 作 适 当 的 坐标 变换 
{x=x’+Ay’, 
| y= yy 

考虑 gx + hy 3》 中 3 ”项 的 系数 25(4)， 易 网 它 是 4 的 一 个 

非 需 多 项 式 ， 因 而 只 对 有 限 个 4 取 10 值 。 我 们 总 可 选择 4 使 5(2) 

半 0。 对 选 定 的 4， 记 


(4 是 待定 常数 )。 


f(x’,y’) = p90 +AYy’,Y’), 


则 在 坐标 对 [OQ;x’,y J] 之 中 ，C 的 仿 射 方程 
fx,y’ Y=0° 
就 具有 所 要 求 的 形式 。 ] 
定理 2.8 ”不 可 约 平面 代数 曲线 C 至 多 只 有 有 限 多 个 奇 点 
证 明 ”选择 坐标 系 使 C 的 仿 射 方程 f(x,y) = 0 满足 上 面 引 理 
的 要 求 。 把 f 视 为 C[x 们 中 的 元 素 ， 考 虑 其 判别 式 
Bf) = RB, 71), 
这 里 多 (f) 应 是 C[x] 中 的 元 素 (为 了 明确 起 见 ， 将 它 记 为 
多 (f(x))。 因 为 f 不 可 约 ， 应 有 
ZB(f) (XxX) AO, 
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记 C 的 奇 点 集合 为 8。 显 然 

SNC?C{x, WD EC WD = I, =0， 
而 后 一 集合 在 * 轴 上 的 投影 | 

D= {xEC|I9C( x) = 0}. 

这 是 -个 非 雳 多 项 式 的 才 点 集合 ， 它 只 应 命 有 有 限 个 点 ， 而 对 于 
每 一 使 得 Z《f) (xo) =0 的 点 xoEC， 至 多 只 有 有 限 个 y， 使 得 
flxo, y) = 0。 

这 说 明 SNC? 是 有 限 点 集 。 又 ， 不 可 约 代数 曲线 C 与 无 穷 远 直 线 
L。 至 多 也 只 能 相交 于 有 限 个 点 ，SnL。 当然 也 至 多 是 有 限 多 个 
点 。 这 样 ， 我 们 证 明了 不 可 约 平面 代数 曲线 至 多 只 能 有 有 限 多 个 

奇 点 。 | _ 

下 面 ， 我 们 将 证 明 C* = CN\S 和 C 都 是 连通 的 。 这 样 ， 由 隐 
责 数 定理 ，C*( 它 由 C 的 光滑 点 组 成 ) 是 一 个 一 维 复 流 形 ， 也 就 
是 说 C* 是 一 个 Riemann 面 。 一 般 阅 来 这 Riemann 面 是 非 紧 的 
(除非 C. 本 身 是 光滑 的 ) 。 

为 了 征明 C* = CNS 与 C 的 连通 性 ， 我 们 将 利用 解 打下 折 芍 
工具 。 

冯 们 回忆 起 ， 一 个 解析 醒 数 元 是 一 个 开 周 盘 4 二 C 连 同 定义 于 
其 上 的 一 个 解析 画 数 所 组 成 的 对 (4, 了)。 两 个 解析 责 数 元 (4. 11》 
和 (4s. ja) 称 为 是 互 为 直接 解析 延 拓 ， 如 果 

4: 门人 4 二 2， 

并 且 在 44 门 A。 上 ， 
. 四 f=f。 
一 个 解析 延 拓 链 ， 是 一 列 解析 画 数 元 
(A, 广 )， (4 js)，…，(4w fn), 

其 中 任意 钼 继 的 两 个 解析 画 数 元 互 为 直接 解析 延 拓 。 设 ”是 C 中 
一 条 连续 曲线 (道路 )， 其 始点 和 终点 分 别 为 各》，(4o,fo) 是 
满足 4€ 4 的 一 个 解析 画 数 元 ， 我 们 说 (4o fo 可 以 党 道路 7 解 

析 延 拓 ， 如 果 存 在 ”的 一 个 分 拆 
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LA 
A 
y= Jy, Yj=Xj Xig 
了 站 


Q=xXo< Xi -<XN41i = b, 
及 从 (4o, fo) 开 始 的 解析 延 拓 链 
CAos fo), (A Ff), 1 (An, fn), 
使 得 7jC4j (7=1,2,.…,N), 
甘于 解析 延 拓 的 一 个 著名 的 结果 是 以 下 的 Riemann 单 值 性 定 
理 。 
定理 2.9 设 0CC 是 单 连通 开 集 。 如 果 一 个 解析 画 数 元 
(4, 六 沿 2 中 的 任意 道路 都 可 解析 延 拓 ， 那 么 这 解析 画 数 元 可 
以 扩充 为 定义 于 整个 2 .上 的 单 值 解析 画 数 。 
这 个 定理 的 证 明 ， 可 以 参看 复 变 画 数论 的 数 科 书 ， 例 如 
L. Ahlfors 著 《 复 分 析 、》 。 
现在 我 们 来 讨论 C*=C\S 和 CC 的 连通 性 。 我们 已 经 知道 C 
至 多 只 有 有 限 多 个 奇 点 ， 大 县 它 与 无 穷 远 直 线 工 。 也 仅 交 于 有 限 
多 个 点 ， 办 而 
Cr 站 cz -=C 
以 下 结果 是 点 集 拓 扑 学 中 的 一 个 康 知 的 事实 ， 如 果 集 合 4 是 
连通 的 ， 
ACBCA, 
那么 集合 BB 也 是 连通 的 , 特别 地 4 是 连通 的 。 利 用 这 一 结果 , 要 证 
明 C* 和 C 的 连通 性 ， 只 须 证 明 C* 站 C: 的 连通 性 就 可 以 了 .这 是 
久 为 
C*NCCC*+COC= CO*NC?. 
为 避 旭 记号 的 繁复 ， 在 连通 性 证 明 过 程 中 ， 我 们 把 C* 和 C 在 Cs 
的 部 分 C*Nnc: 和 CNC? 暂时 仍 写作 C* 和 C. 
洲 C 由 方程 f(x, Y= 0 给 出 。 我 们 可 以 选择 坐标 系 使 1 (x, y) 
只 有 | 理 2.7 所 要 求 的 形式 。 考 虑 f 的 判别 式 多 (1)。 我 们 把 
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多 (7 的 霉 点 集合 记 为 
D= {XECI ZC Cx) = 0}., 
叉 设 
AX, CC=C. 
蕊 从 到 x 销 的 投影 ， 用 定理 2 8 的 证 明 过 程 ， 我 们 知道 区 一 C0) 
挟 有 限 点 集 。 对 于 x: C\D，, 恰 有 ?个 不 同 的 
| X,Y XIIECNATUDY =1, ,ny 
使 得 
f(x, y, (x)) = 0。 
多， 对 于 C\x-1D) 中 的 点 ，f; 计 0， 由 隆 击 数 定理 ， 每 一 六 7) 
可 视 为 定义 于 一 - 一 圆 盘 上 的 解析 画 数 元 。 
用 一 条 简单 折线 4 连接 忆 中 的 (有 限 多 个 ) 点 大通 向 无 穷 过 . 
党 和 条 折线 市 开 复 平面 C 可 得 到 一 个 单 连通 区 域 Q 〈 见 图 2.7)。 


甸 2.5 


由 Riemann 单 值 性 定理 ，7 个 画 数 元 y, (x) (v=1, ,nn) 都 :可 
延 拓 为 在 整个 “上 有 定义 的 单 值 解析 醒 数 ， 我 们 把 址 所 后 的 而 数 
仍 记 为 Jy,(x》 (v= 1,.…,n)，, 由 解析 画 数 的 唯一 一 性 定理 ， 延 拓 后 
的 名 (x) (v=1,…,n) 仍 应 满足 

fCx,y, (x)) = 0。 
(这 称 为 半数 关系 经 解析 延 朱 的 承 半 作 以 下 我 们 将 多 头 用 到 这 一 
原理 。》 
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现在 ， 将 1 (xz) (1<wsm 沿 着 穿 过 MD 的 道路 7 延 拓 。 
延 拓 后 的 画 数 迪 (x) 仍 应 满足 方程 
jx 内 (xz))=0 ( 承 效 性 原理 ! )。 
因而 仍 属于 JCX), ,yn(x》 之 一 。 如 果 原 来 的 
Yu XIE Yr XY, 
那么 媳 拓 英 仍 有 
YECX) Ey (CX) 
(否则 沙 -y 延 拓 就 要 得 到 yz) =y,'(x)) ， 如 果 存 在 CND 中 
的 道路 7 使 得 yy,《x) 和 Jy,(《X) 可 以 沿 yY 互相 延 拓 , 就 写作 
ye) ~ yx), 
容易 看 出 ，“ 一 ”是 一 个 等 价 关系 。 按 这 等 价 关系 把 如 (*)，…， 
yn《X) 分 成 等 价 类 
Ei, Es, », Ei, 
我 们 将 证 明 对 每 一 个 EE;， 有 
I ww-y,Cx)) ECLY,y], 
y(tr)EES 
插 且 
fx = 开工 11, Cy- yx)). 
j= yyCrOcE,; 
由 此 看 出 ， 如 果 f(x,y) 不 可 约 ， 就 只 能 有 l=1， 斯 y(*),…， 
yn(x) 双 属于 同一 等 份 类 ， 它 们 都 能 党 C\D 中 的 道路 互相 延 拓 。 
这 就 是 说 ，C\x-1CD) 上 的 任意 两 点 
xo yiCX0)) 和 Xi, YCX)) 
可 以 用 道路 连接 。 这 就 证 明了 C\x-(D) 是 连通 的 ， 
这 样 ，C* 和 C 的 连通 性 的 证 明 ， 归 结 为 以 下 的 引 理 ， 
引 理 2.10 《记号 同上 所 人 壕 ) 对 于 J.(X),…,ya(x) 控 等 价 关 
系 “~? 的 尾 一 等 价 类 三 ， 我 们 有 
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TT CG-y,G)) ECix,y]. 


"rr)es 


证 明 不妨 设 E= {yi C0), ee nC)). 于 是 


TT GQ-y,c))= I vd) 


vy(xr)EE 
OCXIY" TI + ot+ bn(x), 
这 里 


biCx) 三 一 Dy x), 
4=1 


bs)= 5 yy,cx), 


liChem 


bm = CC— 1)"y Cx) "ym(x), 


因为 沿 C\D 中 任意 道路 延 拓 ， 只 在 £ 中 产生 一 个 置换 ， 因 页 
biCx) (f= 1, ,mm) 是 定义 于 C\D 的 单 值 解 村 丙 数 ， 
由 代数 学 中 熟知 的 结 吉 果 ， 如果 多 项 式 
yr" 十 QQ 
的 系数 满足 i 1 
layl<M (=1,.,n), 
那么 这 多 项 式 的 各 个 根 应 满足 . 
i yl1+M C=1,.%,n), 
据 此 ， 我 们 看 到 上 面 定义 的 诸 biCx) C4 Jj …m) 在 D 中 各 点 
邻近 都 是 有 界 的 。 于 是 biCx)》 (4=1,. … 711) 都 可 以 扩充 为 在 吉 
个 5 上 条 纯 的 而 数 ， 扩 充 后 的 画 数 仍 记 为 上 Ce C4 2 
现在 我 们 来 证 明 5,(x)》 (4= 1 1) 实际 上 都 是 多 项 式 ， 
为 此 考虑 它们 在 无 穷 远 点 邻近 的 状况 。 只 要 能 说 明 无 穷 远 点 是 
xz) (= 1 7) 的 极点 就 行 了 。 
对 原来 的 多 项 式 
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HX YI EY 4 NY Te tn Ct) 
作 变 元 替换 


-1 
X= i7s 
vy’ 
Y= 7 


我 们 得 到 一 
(he (aH) 
wl) 
信和 人前 国 记 作 的 公设 /Cx 是 引 理 .7 的 要 来， 因而 
deg as” 或 者 0,=0 Gv=le, 
加 1 
#0, (Db)e ce 
所 以 | 
EE 人 
` 这 多 项 式 的 各 个 根 在 
{x [了 eg -= CNA } 
中 给 出 的 1 个 解析 分 支 应 为 
yi = 人 =， 
共 中 到 个 分 支 yf Cx )，… ,ys(x 人) 党 着 不 经 过 


{x lx = 0 或 者 二 GE D| 
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的 道路 延 拓 也 只 引起 相 直 之 间 的 筷 换 ， 考 轿 
2 过) (起 >) = - ~ Byte'y, 


站 


之 页 二 
三 > ， yi(x’ YY! Cx’), 
1< Ai<pen 


人 


一 《一 12731Cx Ym yx’), 
它们 都 是 在 zx = 0 邻近 解析 的 画 数 ， 逢 昌 在 zx“ = 0 ) 令 近 是 有 界 
的 。 这 说 明 bi(1/x’) 在 x = 0 有 不 超过 4 阶 的 极点 ， 因而 : $1Cx) 
是 不 超过 4 次 的 多 项 式 。 于 ， 

由 上 面 所 作 的 至 部 讨论 ， 我 们 实际 上 已 证 明 了 CNrICD) 是 
连通 的 ， 而 C* = C\S 和 C 的 连通 性 则 是 其 直接 推论 ， 因为 我 们 有 
Cm 1D)ECC*COC = CAD). 

“到 此 ， 我 们 完全 证 明了 以 : 下 重要 结果 .。 

定理 2.11 设 C 是 不 可 约 平面 代数 曲线 ， 则 C 和 它 的 光滑 点 
集合 C* 都 是 P?C 中 的 连通 集 。 

推论 2.12 C* 是 一 个 Riemann 面 (不 一定 紧 致 ). 


§3 正则 化 的 概念 
我 们 合 谈 到 ， 所 谓 正则 化 (Normalization)， 就 是 给 不 可 约 代 


数 曲 伐 以 革 种 形式 的 全 统 参 数 表示 ， 这 就 是 说 ; “对 于 不 可 时 代数 


曲线 
CCP2C， 
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我 们 寻求 一 个 紫 Riemann 向 CC 和 一 个 双 纯 映射 
o: C=PiC, 
使 得 
oC)=C., 
定义 3.1 设 C 是 不 可 约 平面 代数 曲线 ,S 是 它 的 奇 点 的 集 
合 。 如 果 存 在 紧 Riemann 而 C 及 至 纯 上 映射 
0 人 ->PzC， 
使 得 
a) ICC) =C) 
b) c-!(CS) 是 有 限 点 集 ; 
- 5) 0; C\0 -1(5S)->C\S 是 一 对 一 的 ， 则 称 (C,0) 为 C 的 正 
则 化 。 在 不 致 于 混淆 的 情形 ， 也 就 简单 地 说 6 是 C 的 正则 化 . 
代数 曲线 在 奇 点 处 的 奇异 性 ， 表现 为 在 这 点 具有 不 止 一 条 切 
线 ( 重 切 线 重 复 计 数 )， 或 者 阅 有 若干 条 具有 不 同 切 线 的 曲线 支 
《具体 定义 在 下 面 $ 5 中 给 出 ) 在 这 点 相交 ， 正则 化 的 作法 ， 正 是 
设法 在 奇 点 处 把 具有 不 同 切 线 的 曲线 支 分 离开 ， 从 而 消除 这 种 奇 
异性 。 因而 正则 化 又 称 为 奇 性 的 消去 (desingularization)， : 
引 理 3.2 设 C,C' 是 Riemann 面 ， . 
k, CGC—~C’ 
是 单一 、 满 全 纯 上 映射 ， 则 六 是 双 至 纯 映 射 。 
证 明 ”只 须 证 明 在 每 一 点 pEG 邻近 都 是 局 部 双 公 纯 的 好 
可 。 由 策 一 章 习 题 3 ,3， 我 们 知道 4 可 以 局 部 地 表示 为 
志 一 忆 “， 
这 里 4 是 正 整数 。 因为 kh 是 单一 的 , . 只 能 有 4 = 1 1]， 因 而 站 在 每 一 
点 邻近 都 是 局 部 双全 纯 的 。 | 
定理 5.5 代数 曲线 C 的 正 则 化 在 同 构 的 意义 下 是 瞧 一 的 。 
即 如 果 (C,0) 和 XC',o') 都 是 C 的 正则 和 化， 则 存在 同 构 ( 双 全 


纯 映 射 》 gg, 
T: (一 


使 得 下 面 贸 表 可 交换 ， 
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其 中 aa=a er。 
证 明 ” 记 C 的 奇 点 集合 为 S$， 考虑 双人 杂 纯 映射 
OC\o-1S) OS COTO \C0 YS),. 
这 复合 陕 射 可 以 连续 扩充 到 整个 C6 上， 扩充 后 的 映射 是 从 到 
的 双全 纯 映 射 ， 记 这 双全 纯 映 射 为 *. 则 它 使 得 以 下 图 表 可 交换 ; 


T ~_— 


~ 


其 中 ca or il 1 - 

本 章 的 主要 目的 ， 是 证 明正 则 化 的 存在 性 . 通过 正则 化 的 讨 
论 我 们 将 看 到 ， 每 一 代数 曲线 的 拓 扑 图形， 都 是 由 一 定 移 可 定向 
紧 曲 面 在 有 限 个 点 处 担 合 耐 成。 在 每 一 光滑 点 邻近 ， 代 数 曲 线 的 
局 部 拓扑 图 形 ，. 相 当 于 以 这 点 为 中 心 的 一 个 开 圆 盘 ， 而 在 每 一 奇 
点 邻近 ， 代 数 曲 线 的 局 部 拓扑 图 形 相 当 于 以 奇 点 为 中 心 的 若干 开 
图 盘 在 这 点 捏合 

.为 了 工 清 楚 代 数 曲 线 的 局 部 构 造 ， 我 们 将 借助 于 对 Weier— 
strass 多 项 式 的 讨论 。 


84 Weierstrass 多 项 式 


以 C{x}CC{x,y}) 表 示 在 .0 € CLC0.0) EC2) 邻 近 全 纯 的 画 数 
所 组 成 的 环 ， 即 


?0. ” 


Ctx) = {收敛 震级 数 全 = > ocx 


(te = | 收敛 备 级 数 = p32 )), 
其 中 各 震级 数 的 收 敏 是 径 可 以 不 同 。 以 下 记 
=C{x,y), 
定义 4.1 wE 5B 称 为 是 关于 的 Weierstrass 多 项 式 ， 如 果 
WwW=y tox y+ +a. Cx), 
aj(x) EC{x}， 并 有 4;(0)=0 CG =1.,d), 
下 面 将 证 明 的 Weierstrass 孔 备 定理 指出 ， 在 一定 条 件 下 ， 每 
一 f€ 2 都 可 唯一 地 写成 了 /=2 2 的 形式 .这 里 4 是 中 的 单位 
(Cunit)， 芭 1/ucE @， 或 者 等 价 地 uC0,0) 羡 0, 而 出 是 一 个 Weier- 
strass 多 项 式 。 
设 fE @ 并 且 1(6,y) 不 恒 等 于 0， 我 们 可 以 写 
fC0,y) = by + hy tl 十 
这 里 了 二 0，d 宇 1。 由 于 /(0,y) 的 必 点 是 孤立 的 ， 可 设 在 | 站 过 
s 范围 内 (0,y)》 除 了 y = 0 以 外 没有 其 他 的 适 点 ， 因而 ， ,可 以 候 
定 在 圆周 |y|=s 之 上 | 
To. 所 ce>>0。 
只 要 Pp 这 0 充分 小 ， 对 于 |x| 二 2p?，|y1=e 就 有 
fx, |>7 > 0. 


引 理 4.2 在 如 上 所 述 的 条 件 下 ， 对 任意 的 |x| 二 p，f (x,y) 
作为 y 的 画 数 在 |y| 二 中 有 同样 个 数 的 需 点 〈 直 点 个 数 = 4 )。 

证 明 根据 幅 角 原理 ， 对 于 固定 的 x， 只 要 1xz|<po，ACv， 
作为 了 的 画 数 在 jy 二 s 中 的 霉 点 个 数 为 


_ 1. fi (Cx, y) 
n(x) = ani 1yi-e fx, vy) dy. 


由 这 表达 式 ，n(x) 作 为 x 的 贡 数 是 连续 的 ， 但 n(x) 只 取 整 数值 ， 
?1 


图 而 *(z>) 是 一 个 常数 。 又 ， 显 然 有 nC0) = 4， 所 以 


对 加 定 的 x (lx1<o)， 说 yO -Le 人 是 
f(x,y)= 0 


的 d 个 需 点 ， 我 们 构造 一 个 多 项 式 
wx,y) = [TC -YC*)) 


= aCX)Yy + +a(x)。 


a(x) 二 一 了 全 1yv(z)， 


as(x) = 全 VvCxD2TKX)， 


aakx) =C— 1) yx ya(x) 
都 是 由 y,Cx) CY = 1,*…,4d) 的 初等 对 称 多 项 式 表示 。 
引 理 4,5 上 上 夯 构 造 的 w《X,y》 是 一 个 Woierstrass 多 项 式 。 
证 明 ”只 须 验 证 aj(x)( = 1, …, 4) 是 双 纯 的 。 我 们 知道 ， 每 
一 条 各 对 束 多 项 式 剖 可 以 境 示 皮 Newtoo 对 区 多 项 式 的 多 项 式 ， 


CiKX) = -0 1CX), 
as (x) = 十 [CC 和 2 一 oa(x)]， 
这 星 
ai(x) = 了 了 19 (xz)， 
aas(z) = Dy CY))’, 
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oa(x) = SY, Cx)) 


是 VX) C4= 1 以,d) 的 Newton 对 称 多 项 式 ， 因 此 ， 只 须 验 证 
T(x) =] wd) 是 半 的 全 纯 丽 数 。 这 由 以 下 表示 式 立即 可 看 
出 


了 :f(x,Y) | 
oe) a jerry | 


引 理 4.4 〈 记 身 约定 同上 ) 


可 以 扩充 为 存 区 域 |x| 二 pp，|1y| 过 8 内 的 合 纯 范 数 ， 关 上 且 
| u(0,0) 硅 0。 
证 明 容易 看 出 


在 |x| 二 pp，1z| 志 &，w(x,y): 夺 0 处 是 至 纯 的 。 对 于 国定 的 < (|x| 
<p)，um(Cx， 8) 与 AGOx ,ggD 有 相同 的 需 点 ， 因 而 4Kxz,y) 在 17y|<s 全 
纯 。 对 于 固定 韵 y(|y| 过 E)， 由 表达 式 

wx, = 3 u(x, xX, a, 


Iini=s NTN~y 


我 们 看 出 u(x,y) 在 1x| 过 Pp 是 全 纯 的 ， 由 Osgood 引 理 (第 一 章 引 
理 9.4)， 对 各 变 元 分 别 为 人 至 纯 的 画 数 MGx,y)， 在 jxl<o,1y|<e 
是 二 元 至 纯 画 数 。 | 

至 此 、 我 们 实际 上 已 经 证 明 人 著名 的 Weierstrass 冉 备 定理 的 
存在 性 部 分 。 

定理 4.5 (Weierstrass 预 备 定 理 ) 如果 JE 8 并 且 /(0,y) 
不 恒 等 于 0， 人 郁 么 在 (0,0) 的 适当 分 域内 ， f 可 唯一 地 玫 示 为 

/X,Yy) =UX, YW X,Y), 《4 , 1) 
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区 里 W(x, 如 是 一 个 Weierstrass 多 项 式 ，uU(*, 四 是 作 的 一 个 单位 
《 即 2 中 可 逆 元 素 ， 这 意味 着 
1 
ey 
或 者 等 价 地 4u(0,0) 广 0)。 
证 明 存在 性 部 分 已 在 上 面 给 全 出 证 明 ， 现 在 证 明 蛤 一 性 部 
分 。 因 为 在 〈0,0) 邻近 
u(x, y) TE0, 
在 表示 式 (4.1) 之 中 ， 对 于 图 定 的 x， w(x, y) 与 (x, 四 应 有 相同 
的 霉 点 。 将 w(x, 四 分 解 因 式 应 有 


W(X, »D=IT0- y1CX)) ， 


这 里 y1(X)(%= 1,…, 4d) 对 固定 的 x 是 琴 数 (x,y) 的 履 点 。 于 是 
WX YS) = + OXIY +e + aalx) 


是 唯一 确定 的 ， 它 的 各 个 系数 为 
i , ad 
CIKX) 三 一 Dyy Cx), 


as(x)= 5 YC Ya), 


1< A<ped 
ad(x) =C—1)° YCx) yal), 


f(xy) 
W(X, y) 


u(xX, y) 三 ~ 


也 是 唯一 确定 的 。 4 
推论 4.6 ”2 是 唯一 分 解 整 环 《U.F.D)。 
这 就 是 说 ， 任 意 f E55 可 以 表示 为 - 
J = 六 .1 … 和 1 (#4,2) 


”4 


这 由 /C= 1 在 如 中 不 可 约 ， 关 县 这 些 因 式 除了 可 以 
以 中 的 单位 及 排列 式 序 外 是 唯一 确定 的 。 
如 果 把 重复 的 因 式 写 在 一 起 ， 上 面 的 分 解 式 (4.2) 可 以 写成 


- = 站 ef (4.2)” 
其 中 的 不 可 约 因 武 万; fo,…, 斤 和 不 相同 。 
推论 4.6 的 证 明 : 一 
第 一 步 ” 证 明 C{x} 是 唯一 分 解 整 环 (6 .F.D.) 。 这 是 初 等 
的 ， 因 为 任意 的 fEC{x} 可 以 唯一 地 写成 
fCx) =xhCx), jCO)s0 
《因而 Cx) 是 C{x} 中 的 单位 )。 
第 二 步 ， 证 明 C{x} [四 是 U.F.D。 这 由 第 一 步 的 结果 及 代数 
中 的 Gauss 引 理 立即 得 到 。 | 
第 三 步 ” 如 果 f(0, 四 二 0， 那么 了 可 唯一 地 天 示 为 
f x,y) =x"f1(x,y), fi1(0,W)ARO. 
所 以 ， 不 失 一 般 柏 ， 我 们 可 以 假设 1(0, 办 压 0 。 
第 四 步 “” 设 /0, 屹 地 0， 由 Weierstrass 预 备 定 理 ，f 可 以 唯 
一 地 表示 为 
AAA.g) = u(x, ywWX, y), 4 
这 里 刀 是 BE 中 的 单位 mw 是 一 个 WWeierstrass 多 项 式 ， 利 用 第 二 步 
的 结果 ， 我 们 得 到 ww 在 C{x}[] 中 的 哈 一 分 解 式 
. | w= hh, 
这 里 和 在 C{x}[r 刀 中 不 可 约 。 因 为 
wl0, y) =yJ4 "六 0， 
所 以 
jzrK0, ys 0。 
根据 WWeierstrass 预 备 定理 
hj = Ujwj, 
这 里 山 是 中 单位 ， wj 是 Weierstrass 区 项 式 。 因为 hy 在 C1{x}[y] 
中 不 可 约 ，wj 在 C{x} [ 妇 中 也 不 可 约 (j = 1,…, 上 )。 我 们 有 
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WU) (Wy), 
tli) 仍 是 多 中 单位 ，(GU toz) 仍 是 Weietstrass 多 项 式 。 由 
和 全 让 的 全 人 一 性 沦 断 ， 我 们 得 到 | 
Ul + ee Ur= 1, W= WW» eo Wi, 
这 样 w 就 分 解 成 为 不 可 约 Weierstrass 多 项 式 wi,…,wr 的 乘 往 
Cw ,wz 在 C{x}[5y] 中 不 可 约 )。 下 面 ， 我 们 来 证 明 wi(j = 
上) 在 C{%,y) 中 也 不 可 约 。 设 
Wj= VU VY, 
v 和 ?都 是 C{x, 四 中 非 盏 凡 因 式 。 因为 
wi(0, y) 坟 0， ， 
2 (0, 幼 寺 0， oO 地 0。 
由 Weierstrass 预 备 定理 ， 又 有 | 
2 =U WwW’, VY = Uw, 
这 里 wu ,ua 是 ie = C{z, yj} 中 的 单位 ，w’,w” 是 Weierstrass 多 项 
式 。 这 样 ， 我 们 得 到 
= (UU » (ww), 
利用 Weierstrass 预 备 定理 的 唯一 性 部 分 立即 得 到 
. WU/ 17==1。 
于 是 
Wj==w WY, 
这 与 ;在 C{x}[y] 中 的 不 可 约 性 矛盾 ， 由 此 ， 我 们 证 明了 各 w; 在 
C tx 引 中 不 可 约 ， 而 了 则 具有 分 解 式 
f= Uw)wa + Up。 (4.4) 
第 五 步 ” 证 明 上 述 分 解 式 除了 因 式 的 相 件 关系 ( 即 f; 可 以 换 
成 7f;，7 是 中 适当 的 单位 ) 及 下 式 的 排列 顺序 外 是 唯 -一 确定 
的 。 设 了 还 有 分 解 式 
y f=f1: “7 . . 《4 .5) 


由 Weisrstrass 预 备 定理 
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(1 = 1,2, ,1,’), 
us 是 中 单 位 ，w ?是 Weierstrass 多 项 式 (7 = 1 ,…, 上 ’)。 于 是 
”f=uw’, (4.6) 
这 里 4 =2 2 是 罗 中 的 单 位 而 = wf'owf, 是 Weierstrass 
多 项 式 。 上 比较 (4.3) 和 (4.6)， 由 Weierstrass 预 备 定 理 的 叭 一 性 论 
汤 ， 我 们 得 到 


U’ = U, 幼 ” = 幼 。 
又 由 第 二 步 的 结果 ，C ftxir 妇 是 瞧 一 分 解 整 环 ， 我 们 得 知 
L’=L 


大 且 必要 时 改变 因 式 的 次 序 ， 可 设 
wi=w; C=1,°,L), 
这 说 明 f 的 分 解 式 (4. 5) 与 (4.4) 是 一 致 的 。 | 
注 记 4.7 ”在 推论 4.6 的 证 明 过 程 的 第 四 步 中 ， 我 们 实际 上 已 
证 明了 在 C{zj[ 杂 中 的 不 可 约 性 与 在 C{x, 纪 中 的 不 可 约 性 是 一 
至 的 。 这 一 注 记 将 在 以 后 的 讨论 中 多 次 用 到 。 
这 样 ,对 于 代数 多 项 式 fE Crx, 妇 ,我 们 可 以 考虑 它 在 CFx， 妇 
中 的 不 可 约 性 , 亦 可 考虑 它 在 C{x}[y] 中 的 不 可 约 性 (后 者 等 价 于 
企 C{x,y} 中 的 不 可 约 性 )。 下 面 的 习题 指出 ， 在 C[x,y] 中 的 不 
可 约 性 与 在 C{x}[y] 中 的 不 可 约 性 是 不 同 的 ， 
习题 4.1 考察 多 项 式 f (Xx,y) = Xx? 一 x?+ J 
a) 试 证 了 在 CLx,y] 中 不 可 约 ; 
b) 试 证 f 在 C{x} [让 中 可 约 。 
习题 4.2” 试 证 g(x,y)=x3-y? 在 Ct{x}{y1i 中 不 可 约 。 
提示 “利用 以 下 事实 : 为 使 
f x,y) =ulx, 2 工作 CD) 


在 C{x}[y] 中 不 可 约 ， 必 须 而 且 只 须 绕 x+= 0 作 解析 延 折 可 以 将 
任意 的 y, Cx) 变 到 任意 的 y,(x)。 这 一 事实 将 在 下 一 节 中 进一步 过 
论 。 
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$5 平面 代数 曲线 的 局 部 构造 


为 考察 平面 代数 曲线 C 在 一 点 pE C 邻 近 的 状况 ， 我 们 选择 
坐标 系 使 P= (0,0) 关 使 C 的 仿 射 方程 满足 引 理 2.7 的 要 求 。 为 便 
于 以 后 引用 ， 我 们 把 它 际 进 为 

引 理 5.1 设 C 是 平面 代数 曲线 ,pE C .我 们 可 选择 坐标 钞 使 

p=(0,0)EC:CP:C， 
并 使 C 的 仿 射 方程 f(x,y) = 0 满足 | 
FOXY) =Y" ta NY + Fan (xX), | 
4a;(x)ECIx]， dega; (xz)<<7 或 者 al (zyss 0 . 

证 明 经 适当 移 辅 可 使 p = 《0,0)。 上 以 下 证 明 同 引 理 2.7. |] 

对 于 平面 代数 渭 线 CC-PC， 选 择 坐标 系 满足 上 面 引 再 的 要 
求 ， 于 是 C 的 仿 射 方程 为 

f(x, = 区 + oy" + a(x), 
如 果 C 是 不 可 约 曲 线 ， 那 么 了 在 C[x][y] 中 不 可 约 。 现 在 跟 制 
在 P=《0,0) 邻近 ， 把 f 视 为 C{xj[y] 中 的 元 素 ， 它 仍 有 可 能 在 
C{x}[y] 中 分 解 为 不 可 约 因 式 的 乘积 : 
f= fi: "fe fi。 
不 论 是 在 CLxJ[yJ] 中 ， 或 者 是 在 C{x)[y] 中 ， 刊 别 式 儿 (1) 都 是 一 
样 的 、 f 在 CLxJ[y] 中 不 可 约 ， 
BE0, 
所 以 /在 C{x}[y] 中 的 分 解 式 也 不 会 出 现 重 因 起 
害 义 5.2 a) 设 /FE ss，f(C0,0) = 6， 则 称 
YY={CxcDEC2 | Ix|<p, Jy|<e, fOr, = 0} 
为 p= (0,0) 邻近 的 局 鄂 解析 有 曲线， 如果/ 在 2 =C{x,y) 中 不 可 
约 ， 则 称 Y 为 不 可 约 局 事 解 析 曲 线 。 ， 
b) 设 f 在 中 有 分 解 式 


f=fiIle oe fi', 
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其 中 7 ;在 8 =C{x, 录 中 不 可 约 。 则 可 记 
V=mVt*"+mV,, 
这 里 
V ;= {Cx,W EC xXI<P, 1yl<e, fiCx,y) = 0} 
(T=1,",!) 
称 为 是 V 的 不 可 约 局 鄙 解 析 曲 线 支 . 
这 样 ， 一 -个 不 可 约 平 面 代 数 曲线 ， 可 以 局 部 地 分 解 为 过 同一 
点 的 一 些 不 可 约 解析 曲线 支 : 
= 六 V=V+t++V,, 
我 们 将 证 明 ， 每 一 不 可 约 局 部 解析 曲线 支 ， 基 拓扑 图 形 都 相当 于 
一 个 圆 盘 。 这 样 ， 我 们 看 到 ， 代 数 曲 线 在 一 点 邻近 的 局 部 拓扑 图 
形 ， 是 一 些 圆 盘 在 圆心 处 粘 合 在 一 起 的 贺 形 。 如 果 在 该 点 只 有 一 
个 不 可 约 局 部 解析 曲线 支 ， 代 数 曲 线 在 这 点 邻 近 的 局 部 拓扑 图 
形 ， 就 简单 地 是 一 个 圆 盘 。 
定理 5.5 对 于 如 上 所 述 的 每 一 不 可 约 局 部 解析 曲线 
VY;,={Gx,JDEC2 | 1zl<o，ly<s，jiCxD= 0}, 


存在 圆 盘 
4={EC | 1t<6)} 


和 仗 纯 映射 
gj: A—C?, 
这 映射 一 对 一 地 把 4 映 成 站 i-。 
注 记 5.4 由 于 


fCO09 =9", = 
各 请 应 满足 f;(0,y) 三 0。 由 Weierstrass 预备 定理 可 设 
fji=ujw;, 

其 中 4 是 5 中 单位 ，tw; 是 WWeierstrass 多 项 式 .。 V ;可 以 认为 是 由 
wj; = 0 给 出 的 : 

Vi= {C(x, WEC?| Ix|<p, Iy| <e, wi(x,y) = 0}, 
以 下 认为 fj 本 身 就 是 Weierstrass 多 项 式 。 
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为 证 明定 理 5.3， 需 要 作 一 些 准 备 。 
引 理 5.5 设 / 是 一 不 可 约 Weierstrass 多 项 式 
XY) EY AKI YT + ta CX), 
则 存在 回答 


D={x€EC | |x|<p), 
使 得 对 DD 中 固定 的 x 六 0，f(x,y) 视 为 Y 的 多 项 式 只 有 单 根 。 
-证明 因为 f 是 不 可 约 Weierstrass 多 项 式 . 
多 (A)(X) 专 0 。 
于 是 90D 0 只 能 有 白 让 的 守 又 因为 1(0,y) = yf 具 有 重 横 ; 
所 以 多 (1)(0) = 0。O 是 G(1 的 一 个 孤 立 咎 点 ， 因而 存在 贺 盘 
D={x€C | |x|<p), 
使 得 对 于 DD 中 之 x 二 0 都 有 多 (7)(x) 太 0。 于 是 对 这 些 x 了 视 
为 的 允 项 式 只 有 单 根 。 | 
:这 样 的 Weierstrass 凶 项 式 可 以 写成 | 
XI I A XI YE Fe a CX) 


下 
= Ty-y,cx)), 
Li 


这 里 yDCV=1,0 ,有 是 fCx,y) 的 模 。 对 于 贺 盘 DD 申 之 Y 半 0， 
多 (J) (xX) 十 0。 对 这 样 的 x 自然 有 : 
fI(x,) 夺 0。 
由 队 机 数 定理 , 每 一 y,(x) 是 局 部 全 纯 画 数 。 沿 一 射线 方向 (例如 
沿 正 实 轴 方 向 ) 制 开 闸 盘 D, 在 带 制 颖 的 圆 担 中 解析 地 延 折 y, Cx) 
(=1,… ,KD)， 由 Riemann 单 值 化 定理 ， 我 们 得 到 个 单 值 解析 
分 支 y， O01, …,) ,每 一 分 支 都 满足 
flx,y,(x))=0 。 
现在 经 过 制 链 绕 x=0 作 y, (x) 的 解析 延 拓 . 延 拓 后 得 到 的 y* (x) 


仍 应 满足 
fy? C2)) =0 了 藉 效 性 原理 )， 


因而 y? C(x) 是 (x》,… 941《X) 中 之 一 。 肥 ，y (xX) 与 y* 《xD7 的 对 
应 是 一 对 一 的 。 这 样 通过 绕 x= 9 的 解析 延 拓 ， 刀 (xz)，…，3 (Cx) 
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经 历 了 -个 贰 换 r。 

引 理 5.6 ”为 使 Weierstrass 多 项 式 f 是 不 可 约 的 ， 必 须 并 且 
只 须 上 述 沪 换 7 是 可 迁移 ， 即 通过 绕 x = 0 的 延 拓 ， 我 们 可 塘 由 
任何 一 个 y,《X) 达 到 另外 任何 一 个 y, Cx) (4,v= 1,",K)。 

证 明 ”设置 换 7 分 解 为 彼此 独立 的 循环 著 换 

CY11 XY, Ys CX)), 《8 ICX7，，%…， yrs,(*)), 
每 一 循环 租 换 产生 一 个 多 项 式 


f= [] CG -v0*)) 

: =y thr i + +b,,(*), 

这 里 
bi,(xX)= 一 DY (7%), 


box)= DD yi Yin), 


TI< 14<x zi 


b,x)=(— 1): Yi CX) Yi CY), 


这 些 系 数 在 置换 * 下 不 变 , 因而 在 除去 原点 的 圆 盘 D\{0} 中 人 双 纯 。 
又 因为 ;Cx) (C7 =1,…,5;) 在 原点 O 邻近 是 有 界 的 ， 所 以 它们 实 
际 上 在 整个 D 上 是 全 纯 的 。 这 样 我 们 得 到 

JiEC{zT]G= 1 1D)。 


但 是 - 
和 f=f1i: fee fi 


于 是 ， 要 使 f 是 不 可 约 的 ， 必 须 并 且 只 须 1=1 ,5; =[， 即 露 换 
是 可 迁 的 。 { 
我 们 把 定理 5.3 更 具体 地 写成 : . 
定理 5.7( 局 部 正则 化 ) 在 引 理 5.5 的 假设 条 件 之 下 ， 在 加 盘 
A= {EC ji<o 
2 


之 中 定义 映射 
9g: 4A—»C?, 
;. ti, y(t)), 
则 有 i 

a) g 是 在 4 中 有 确切 定义 的 爹 纯 映 射 ， 

b》 映射 'g 把 4 一 对 一 地 上映 成 局 部 解析 曲线 

V={Cx, EC? | |x|<p, 1y|<se, fx,y) = 0}, | 

并且 9 是 从 人 {0} 到 V\{(C0,0)} 的 双双 纯 映 射 (V\{(0,0)} 视 为 
Riemann 面 )。 

证 明 a) 当 上 绕 原 点 O E4 一 周 时 ， 基 乓 绕 原 点 DO 整 整 帮 
周 。 由 此 得 知 ， 当 上 环绕 原点 O 一 周 时 ，y,(t* ) 的 植 不 改变 。 这 
样 9,( 基 ) 定 义 了 一 个 定义 于 0 < 挟 | 上 <p 生 的 单 值 解析 画 数 。 又 因 
因 y, C2) 在 原点 O 邻近 是 有 界 的 ， 因 而 y,(t' ) 在 整个 圆 盘 4 上 解 
析 。 册 此 易 见 


9: A—C?, 

| ti>(t ,y(t )) 
是 4 上 的 使 纯 映射 。 

b) 如 果 

gE YE, yt = (tt ,y, (tt)) = gt), 
那么 、 
区 = (exp 球 ") tt 

并 且 


y, (CexpC2nil))t:) = y, Ct), 
这 里 (exp(2xi D)t* 表示 上 共 绕 需 点 4 周 。 由 上 面 所 述 ， 仅 当 自 变 
元 x 绕 原点 km 周 时 ，y, Cx) 的 值 不 变 ， 因 而 我 们 有 
l=km (mE 2Z). 
这 时 - 


t/ = (co 于 小 = (expl27nim) )t =t, 
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这 就 让 骨 了 g 的 单一 性 。 而 且 当 上 在 4 中 变动 时 ，y,(t*)》 可 以 取 
J1(X), ya(X) ,yiECX) 的 一 切 可 能 的 值 (1x| 二?》， 因 而 9g 把 434 上映 
满 V。 ， 
由 隐 南 数 定理 ，YN{(0,0)} 可 以 视 为 以 x 为 局 部 至 纯 坐 标的 
Riemann 而 。 上 映射 | ” 
9g9: A{0}—>V\{(0,0)} 


是 又 纯 的 ， 因 为 它 的 局 部 表示 为 

X 一 共 。 
这 样 ， 由 引 理 3.2， 从 人 {0} 到 VN\tC0,0)} 的 单 、 满 、 全 纯 映 
射 g 是 双全 纯 喘 射 。 | 


$6 ”正则 化 定理 证 明 的 完成 


我 们 已 经 看 到 ， 对 于 不 可 约 代数 曲线 C， 它 的 光滑 点 集合 
C+ 是 一 个 (不 一 定 紧 致 的 )Riemann 面 。 但 由 于 通 过 每 一 君 点 可 
以 有 若干 不 可 约 局 部 解析 曲线 支 ; C= C*US 可 能 不 是 Riemann 
面 。 正 则 化 的 手续 ， 则 是 在 每 一 奇 点 处 把 不 同 的 曲线 支 分 开 来 ， 
构成 一 个 紧 Riemann 面 C。 i 

为 了 叙述 方便 ， 我 们 先 考 虑 只 有 一 个 奇 点 9 的 情形 。 设 通过 
这 点 有 mm 个 不 可 约 局 部 解析 曲线 支 。 按 上 一 节 中 的 做 法 ， 我 们 
可 以 有 灵 个 开 图 种 4 (1 = 1 和 疾 个 局 部 正则 化 上 喘 射 9， 
G=1…，Pm)。 因 为 . 
gi: A;,\{O0}—C* 
是 到 象 集 的 双全 纯 了 映射 ， 我 们 可 以 作 


C=C*(] 4 4 U 4-。 
9 1 2 2 “ 


这 里 C* 4 定义 如 下 ， 考 虑 集合 


“ C*UA 《不 相交 的 并 )， 
在 这 集合 上 由 关系 
p~g(p) 
生成 -- 个 笑 价 关系 ( 仍 记 为 “~”)。C*U 44( 不 相交 的 并 对 二 等 


价 关 系 “~” 的 商 空间 记 为 C*j 和 4， 即 
CUa- ceUay/-， 
由 于 中 4iNtOI -Ce 是 到 象 集 的 双 至 结 映 射 ， 我 们 容易 在册 ， 
C* LU 和 4 可 以 赋予 局 部 全 纯化 奈 而 作成 一 个 Riemann 面 。 这 样 和 
六 作 下 去 就 得 到 | 
6 - CU4 Ua Us.. 
因果 点 集合 包 全 了 不 下 一个 吉 


S= {q1, "°° *,41}, 


i 


部 正则 化 : 
在 9 点 处 . 
911: Al\{O} ->C*, 
gras: Ain,\{O} >C*, 
在 94: 点 处 


ga As1\{O} :—>C*,， 
G2 ,: A \{O}F > C0*s 
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在 9: 点 处 
Dr Ai\{O0}-»C*, 
in,: Ain,\{O}—>C*, 
然后 构 作 


C=C*\ A lj 4A, (J Aln, 
12 


11 ?1m1 


4 4 4:。， 


2321 ? 2m2 


U4, U4, “UU Ain,。 


er 12 om 
C 的 紧 致 性 是 显然 的 ， 读 者 可 自行 验证 。 从 如 到 PzC 的 映射 0， 
以 显然 的 方式 给 出 
P， PE Cr+， 
CCP7 = | 
grsr (P), pe Ars, 


(1<rel , 1<s/<m,), 


$ 7 ”因子 , 相交 数 ,Bezout 定 理 


定义 7.1 设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 ，C 的 一 个 因子 是 一 
个 有 限 形式 和 
D= mp + + mp 
这 里 mjE€Z，PJE Oj=1,…, 小。 因子 DD 的 次 数 定义 为 


! 
deg(D) = Dm,. 
1 
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6 的 所 有 因子 的 集合 ， 按 照 逐 项 相 加 的 加 法 ， 成 为 一 个 Abel 群 ， 
称 为 6 的 因子 群 ， 记 为 Div(C)。 而 deg 定义 了 一 个 群 同 态 
deg; Div(C)—2. 
对 于 fEKCC)， 按 下 述 定 义 的 一 类 因子 是 很 有 用 的 : 
(1) = Drp fp, 


pe 


习题 7.1 试 证 
JD=D+D, (F)= -0. 


采用 因子 的 记号 ， 第 一 章 定 理 4.9 可 以 叙述 为 
定理 7.2 ”如 果 了 EK(C) 不 是 常数 ， 那 么 
deg(1) = >7pC1) = 0。 
peEC 
定义 7.5” 设 平面 代数 曲线 
| V={Cx, WD EC Cx, y) = 0} 
与 W={Cx, DECNhx, ID =0 
相交 于 PP。 由 引 理 5.1 我 们 可 以 假设 p= (0,0)， 闻 且 
fx YY = Yt AX TT 二 + ApCX), 
aj(x)EC[x]， deg aj(X) 太 7 或 者 aj(X) 二 0。 
如 果 Y 在 〈0,0) 邻近 局 部 不 可 约 ， 即 了 在 C{x}[yJ 不 可 约 ， 
我 们 可 以 构造 局 部 正则 化 
g: tl->(t',y,(t:)), 
并 且 定 gE 义 V 和 W 在 p= C0, 0) 处 的 相交 数 为 
CV WW) po0, 0) = VoC9*h) = ro, y(t) 
( 即 hCt*,y,(t*)) 在 t=0 处 关于 t 的 阶 数 )。 对 于 一 般 情形 ， 
设 Y 在 p=(0,0) 邻 近 分 解 为 不 可 约 局 部 解析 曲线 支 


不 =maiY +…+mIA 


( 即 拓 = 太太 在 C{xjfr 欧 中 不 可 约 )， 这 时 我 们 定义 中 
和 W 站 p= (0,0) 处 的 相交 数 为 


%6 


VW)p = DVi Wp, 
习题 7.2 试 和 还 (V .WD)p= CW .Vp。 
提示 类似 于 引 理 5.1 的 做 法 ， 可 选择 坐标 系 使 得 pP = (0, 0)， 
大 使 VV 和 WW 的 优 射 方程 fCx,y) =0 和 h(x,y) = 0 满足 
fx =Y" + aXIY" T+ + am(x), 
a(x)E C[x], deg aj 人 1 或 4;=0; 
h(x, y) =Y" + OXY + +b, (x), 
bX)IE CLxJ], deg brik 或 bi =0, 
将 f 和 分 解 为 单位 与 不 可 约 Weierstrass 多 项 式 的 乘积 
fx,Y) = aCx, YI VX, Yavr CX, Y), 
RCx, y) = B(x, yw CX, YY) CX, y), 
设 y OX) C4= 1 下 1M 站 和 zVCX) (v=1,*… nx) 分 别 是 
vj(X, y=0, w(x,y)=0 
《7 = 1， "oo TS k= 1, “oe, s) 
的 根 的 解析 分 支 。 按 照 定 义 
(V . W)p = Djorder ht™i, yO CE™ ;YY 


i=1 


= >) Dyorder wrt™i, yt™;)) 


i~"1l k=-l1 


一 > Dorder 二 yt™i) — z(t";)) 


了 一 1 k= 


(这 里 order 表示 在 上 =0 外 关于 t 的 阶 数 )。 类 似 地 ， 有 


CTY 7) -> De ee 1) — yt), 


-17=1 
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如 
£ 
order Tl”™;) — zt"i)) 


+ 一 上 


mE 


1 
1 

= -order 
mn II 


二 2 一 


Cy in) ~ zt™i nt)) 
1 


m 


f 
= order TI":) -y(t"1)). 
[i 


因而 
CV .WYp= CW .Vp 


习题 7.3 设 p = 《0,0) 是 平面 代数 曲线 
V = {f(x,y) =0} 
的 重点 和 平面 代数 曲线 
. W = {h(x, y) = 0} 
的 严重 点 〈 即 
fx,y) = fix, yD + fr Cx, YD 十 oo 
fi 是 i 次 齐 次 多 项 式 ，i= ,K+1,…, degf} 
hx, y) = hm CX, y) + hmriCX, y) + es 
hj 是 7 次 齐 次 多 项 式 ，j = n,m + 1,…, deghk)， 试 证 
(7 .Wy) pkm. | 
提示 ”将 f(x, 四 分 解 为 单位 及 不 可 约 Weierstrass 多 项 式 的 


乘积 
f(x,Y) = aCx, VOX YI VR, YY, 


这 里 
Vi(X, Y=Y i +a XY i + + a (Cx) 
(f= 1,2,.,7), 
设 y2(x) 量 v1Cx,y) = 0 的 根 的 解析 分 支 ， 按 照 定 义 
OV Wp = Dorder hi, yer)), 


imi 
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任意 v(x, EB 可 以 写成 按 升 宫 排 列 的 齐 六 多 项 式 的 级 数 和 
px,y) = Dosc,y), deg 9; = 了 7 了 


如 果 ， 


P01 二 jj-1 二 0， 0 到 0， 
则 称 ? 的 阶 数 为 ， 记 为 
order 9=J, 
设 order vi(x,y) = 有， 那么 
li>ki, order a (x)>K;, 


由 此 可 得 
1 
order y(tii) = nr raor TEs Ct! i) 
= 产 order a tli) 
i 
= order a (x) >ki, 
order h(t'i, yt 1)) him. 

因而 


(V .Wyp = Dyorder hetii, yi (ti)) 


> Dm = km, 


习题 7.4 对 于 曲线 
V={y-Ax=0}, W = {y?—x?=0}, 
计算 CV .WD) oo (讨论 4 的 不 同情 形 )。 
定义 7.4 对 于 代数 曲线 VY 和 W 
(VW) EL SD (VW)p. 


peEVNw 
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下 面 ， 我 们 来 证 明 经 典 曲线 论 中 的 一 个 重要 结果 。 
定理 7.5 (Bezout) 设 两 平面 代数 曲线 C 和 已 无 共同 的 曲线 
分 支 ( 即 表示 C 和 已 的 方程 的 左 端 无 公 因 式 )， 那 么 


(C.E)= >)，(C.BE)n=degC . degE. 


fecnE 
证 明 ~ 
第 一 步 ” 如 果 
- C=mCi+* + mCi, 


CCT = 1 人 是 不 可 约 代数 曲线 ， 那 么 


了 
(CBE= OmCItE), 
i=1 


! 
deg C= DmidegCy, 
于 一 全 


i 
degC . degE=.> mjdegC', degE, 
i | 


因此 只 须 对 C 是 不 可 约 代数 曲线 的 情形 证 明定 理 即 可 。 
第 二 步 ” 如 果 C= 工 是 P2C 中 的 一 条 直线 ， 那 么 第 一 章 的 
定理 8.6 用 相交 数 的 术语 重新 加 以 叙述 就 是 
2) (L. E)p=degE(=degL . degE). 
PELNE . 
第 三 步 ” 设 C 不 可 约 并 且 不 是 一 条 查 线 。 任 取 (= degE) 
条 直线 ”i 
Li= {EPCILiC) =0} CG=1,.,h), 


(C.-L)= DD) (C.LiDv=degC 


- 2<eCnEPi - 


(7 = 1,2,°, kD, 
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让 上 ={EPCIECOD =0}， 则 


HG) 

?= LED LCE) 
定义 了 PC 上 的 一 个 人 竺 纯 画 数 (这 由 deg 晶 =k 容易 看 出 )。 又 设 
| 9: CC 
是 C 的 正则 化 ， 则 

9xp=0ogGE 天 (G)， 
而 

deg(¢ " 9) =deg( DD) CC ED)pp 


PECNE 


注意 到 , 
QZ (C .Fig=degC (f=1,.,k), 
«ecnp; 
利用 定理 7.2， 我 们 得 到 
0 =deg(p 。 9) 


-> > OC.L)e 


i~1 ECNL,; 


2 (C.E)p-degC .degE. 1 


secCnE 
例 1 一 条 不 可 约 曲线 CCP?C 称 为 是 有 理 的 、 如 果 它 的 正 
旭 化 


G -= PIC， 
利用 Bezouat 定 理 ， 我 们 可 以 证 明 以 下 有 趣事 实 ; 具有 一 -个 通常 奇 
点 的 不 可 约 三 次 平面 代数 曲线 是 有 理 的 。 
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证 明 概 要 ”这 奇 点 必须 是 二 重点 (具有 三 重点 的 三 次 代数 
曲线 是 可 约 的 )。 我 们 把 PiC 与 通过 奇 点 好 的 直线 的 集合 等 同 起 
来 。 根据 Bezout 定理 ,除了 过 p 点 的 C 的 两 条 切线 Li 和 Ls 而 外 ， 
每 一 过 7 点 的 直线 与 C 相交 于 另 一 点 。 我 们 让 每 一 条 这 样 的 直线 
同 它 与 C 的 另 一 交点 对 应 ， 而 让 过 7 点 的 两 条 切线 分 别 表示 不 同 
曲线 支 上 的 7 点 ， 这 样 得 到 PIC 到 C 的 对 应 关系 ， 
| PiCN i{L, Ls} 一 > PIC 


| | 


CC、 {2p} 一 > C 
这 正 是 PC 作为 C 的 正则 化 的 几何 说 明 。 
习题 7.5 ”如果 一 条 7 次 曲线 有 [n/2]+1 个 奇 点 在 一 条 直线 
世上 ， 那 么 这 条 曲线 必 以 了 为 一 曲线 分 支 。 
提示 假设 不 是 这 样 ， 考 虑 忆 (L. C)p 并 由 Bezout 定理 导 
出 矛盾 。 
习题 7.6 试 证 具有 四 个 奇 点 的 四 次 曲线 可 约 。 
习题 7.7 试 证 具有 三 个 奇 点 的 四 次 不 可 约 曲 线 是 有 理 的 。 
提示 。” 设 pi,ps, Pa 是 CC 的 三 个 奇 点 而 Ps 是 另 一 个 固定 点 。 
Pi pz Ps 应 是 二 重点 ， 而 且 这 四 点 应 处 于 一 般 位 置 。 于 是 我 们 可 
以 设 
pi=[L1,0,0]， ps= [0,1,0], 
ps=[0,0,1], Pi=[1， 1, 1]。 
考虑 通过 这 四 点 的 二 次 曲线 


Q0) = DB Qik't’ =0, 


fs j=0 


方 阵 (Q: 让 应 具有 以 下 形式 
6 Oo Qo02 
( Qu | 0 — Qo1 — Qos ) 
Qo0s -Qo01 ~ Qo2 0 
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而 (O17) 与 (4Q17)(4 志 0) 表 示 同 一 二 次 曲线 。 因 而 通 过 Pi Pz2, ps, 
Pi 四 点 的 二 次 曲线 作成 PC。 又 ， 按 照 Bezout 定理 


> (C . 0)¢4 = 8, 


ECNQ 
由 此 得 知 @ 与 C 还 应 相交 于 另 一 点 ， 除 非 Q@ 与 C 在 奇 点 plypay pa 
之 一 处 的 某 曲 线 支 有 公 切 线 。 我 们 取 
PC = {过 pi, pa ps,P4 的 二 次 曲线 }， 
它 可 构成 C 的 正则 化 。 


§8 分 歧 因 子 ， Riemann-~-Hurwitz 公 式 


定义 8.1 设 C,C’ 是 Riemann 面 ， 

f: C—>C’ 

是 全 纯 映射 。 对 于 由 . 
{Us, wa, ga (Wa) dw,) 

给 出 的 C 上 的 华 纯 微分 。， 取 C 的 全 纯 坐 标 覆 盖 {(U ,2z;)}， 使 
得 
AUD) = Us 

设 f 的 局 部 坐标 表示 为 | 
= fa,(2i). 
考虑 


dj 0 ) 
dig 


[Uns gd, (2 )) 


容易 验证 ， 上 式 给 CE 的 一 个 仙人 下 面 习 题 8.1)， 我 
们 把 这 半 纯 微分 记 为 1*6. | 

习题 8.1 验证 上 面 定 义 中 的 论 

下 面 ， 我 们 讨论 从 紧 Riemann mo 到 紧 Riemann 面 C" 的 非 


常 值 全 纯 上 映射 
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f: C-»C’. . 
设 /ep) = 949， 我 们 可 以 选择 C 在 ? 点 邻近 的 局 部 坐标 2 和 C /在 4 
点 邻近 的 局 部 坐标 刀 ， 使 得 
2z(p)=0， wg) = 0， 
” 工 使 了 的 局 部 表示 形 如 
WwW=2', 2C4,20E4，2 二 1。 
这 样 ， 对 于 wE 4 ,，w 夺 0， 我 们 有 
fr1(w) = {C 上 > 个 不 同 的 点 }， 
而 , 
f7100)=yv.0 (0 计数 > 次 )。 
我 们 称 上 =v4《P) 为 f 在 7 点 的 重 数 。 
对 任意 9E C’， 考 虑 
>) vi(p), 
f(t)=4 
这 是 一 个 有 限 和 (因为 f 不 是 常 值 画 数 )。 这 和 数 对 于 9€ C0’ 是 局 
部 常 值 的 ， 即 对 于 邻近 9 的 9 EC’ 有 
. | BD vp = DY vp 
Ftpimdr fpy™§ 
于 是 ， 由 于 C 的 连通 性 ， 和 数 
Dy rip) 


p= 


对 于 9E€C/' 是 一 常数 。 
定义 8.2 a) f°1C9) 二 2) viPIPE DIivCC)s 


中 六) 一 也 


b) dog f 44 deg f-1(9) = D) vi(p), 


Fa bk 


我 们 称 deg f 为 f 的 映射 度 。 
由 前 面 的 讨论 可 知 ， 使 得 v1Cp) 之 1 的 点 Pp 是 孤立 的 ; .因而 
. {PpECI»v1 p> 
是 有 限 集 。 
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定义 8.3 我们 称 
R= >iCr(p) -1)pEDiv(C) 


为 了 的 分 歧 因 子 。 
定义 8.4 设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 ，oEKIC) 是 非 平 凡 中 


纯 微 分 ， 我 们 定义 
(o) = 之 )yp(o) . p. 
六 EC 


定理 8.5(Riemann-Hurwitz 公式 ) 设 C 和 C' 是 紧 Riemann 
面 ， 它 们 的 亏 格 分 别 为 
Benus(C)=g 和 genus(C’)= g's 
而 f: C->C’ 是 一 非常 值 人 至 纯 瑞 射 ， 其 映射 度 为 
deg f =n; 
以 R 记 的 分 歧 因 子 


R= Sys0p) - Dp, 
peC 


那么 
deg R=2(g+n-ng’ 一 1)。 
证 明 ”我 们 将 利用 以 下 事实 ， 任何 紧 Riemann 面 上 存在 有 非 
平凡 的 中 纯 微 分 。 
取 一 个 盏 的 华 缚 分 ec NMC0)， 我 们 来 计算 fw)。 
局 部 地 ，f 表示 为 


WwW=2", 
而 . 
w= 9(w) dw, 
因而 
f*w = vg(z')z’ "1dz, 
Vj*o(p) = VP (fp)). + v1(p) 一 1。 
由 此 ， 我 们 得 到 
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(Jo) = DIVICPY FP P+R 
p - 


= DY.(9) Dy vOP+R 


了 5) 一 人 


= 三 !(CCo)) + RR, 
这 里 
fC) = f(D v.00 ) 
LACOIAMCY 
= Br.)( 3 vkp)p). 
a 于 (和 多) 一 了 
于 是 我 们 有 


deg(f*w) = deg /1CC(o)) + degR, 
由 Poincare-Hopf 公式 
deg(f*w)=2g9—2, deg(o) =2g’ -2。 
经 直接 计 算得 到 


deg f-10(%)) = >" 人 3 wsCp)) 


fitp=g 
=deg(w)degf 
= (29’ 一 2)n, 


这 样 ， 我 们 得 到 . 
29—-2=(29’ — 2)n+deg R, 
由 此 立即 得 到 Riemann-Hurwitz 公式 
deg R=2Cg+n-ng’ -1). | 
习题 8.2 ”如 果 ">1， 试 证 g' 志 g。 
习题 3.5 设 C 一 PIC 是 标准 方式 的 嵌 义 。 如 果 在 此 局 部 坐标 : 
下 ，jf，PIC-=>PIC 的 表示 式 为 


f (2) =2" +adizn-1 二。 + ans 
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问 ，deg f 是 多 少 ? R 是 什么 ? 试用 Riemann-Hurwitz 公 式 检验 
你 的 答案 。 
习题 8.4 设 
A= {mtwt+ mwo|m, mEZ} 
是 C 中 的 一 个 格 ，C = C/A。 设 非 堵 复 数 a 满足 
aACA 
(这 意味 着 aw1.E€ A，aws。€ A， 这 样 的 a 称 为 是 C 的 复 乘 子 )。 
郑 虚 由 
a[fzj4t[az] 
定义 的 映射 
0，C->C。 
易 见 这 是 一 个 全 纯 上 映射 。 试 证 其 分 歧 因 子 为 
. R=0, 
厦 且 
dega= 间 (4/a4) 
《有 限 群 4/a4 的 阶 数 )。 
习题 8.5 设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 ， 
x,y:; C-—-PiC 
是 人 至 纯 映射 ，deg x =d。 于 是 ， VEEPIC，x~1(8) 由 4d 个 点 组 成 
《4d 个 点 可 相同 ) ， 我 们 记 
X18 = pL) + +pall), 


考虑 . 
aa = - By p18)), 
as(£) = 之 /3CPiCE))2(CPiCE))， 
aa 人 8 = (~ 1 yp(8)) ypalt)), 
置 
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fC = ta EY NL + 
= TI -ypic))). 
试 证 : 四 
a) ai(2) 有 确切 定义 ，ai(E)€E KCP1C)， 
b) fC¢,n) EKCPIC) TIN; 
c) f(x,y) = 0。 


由 此 ， 我 们 知道 任意 双 纯 映射 9，C->PzC 是 一 代数 曲线 。 
提示 参照 外 2 中 代数 划 线 连通 性 的 证 明 。 


$9 . 亏 格 公式 
定理 9.1 设 CCP? 是 d 葡 不 可 约 代 数 曲 线 ， 它 的 5 个 奇 点 
都 是 通常 二 重点 ， ca， CC 一 C 是 其 正则 化 ， 
genus(C) = 9。 
在 这 些 条 件 下 ， 我 们 有 以 下 和 寺 烙 公式 ， 


g -Cd- D2 -5 


先 介 绍 证 明 的 思路 。 设 C = {Cx,y)E Cz|f(Cx,5y) =0}。 选 轰 
适当 的 坐 祭 系 我 们 可 以 假定 ，y 轴 上 的 园 穷 远 点 [0,0,1] 不 在 旧 
线 “ 上 ， 霸 且 C 在 奇 点 处 没有 坚 站 切线 ， 考虑 另 一 代数 曲线 


; 
Blewec:| S20 


我 们 将 用 两 种 方式 来 计算 (E . C) ， 
首先 ， 由 Bezout 定理 . . 
， (E ,C) = dd 1), 
其 次 ， 我 们 考虑 
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ENC= 人 入 和 2- 0 NN {fx = 0.. 
这 集合 由 两 部 分 组 成 ，C 上 具有 竖 直 切线 的 点 及 C 的 奇 点 。 因 而 


8 
(E.C)= DE .Cp+ DE .Cp,, 


这 里 求 和 号 六 ,表示 对 具有 竖 直 切线 的 点 求 和 ， 而 三， ,ps 表示 
C 的 ?个 通常 二 重点 。 为 计算 之 (EC)p， 我 们 考虑 映射 


二 GC-»P1C, 
这 里 表示 从 [0， 0, 1 到 x 轴 所 作 的 投影 映射 ( 坚 直 投影 )。 我 们 
将 证 明 
> (E 人 Cp = deg Rz, 
少 


这 里 Rs 是 映射 x 的 分 歧 因 子 。 又 ， 经 直接 计算 得 到 


DE . C)p， = 20。 


i=Ll 


这 样 ， 我 们 得 到 
(E . C)=deg R, +26, 


比较 两 种 方法 计算 的 结果 ， 我 们 得 到 
d(d—1)= deg Ry, +26, 
再 利用 Riemann-Hurwitz 公式 立即 就 得 到 亏 格 公式 。 
下 面 ， 我 们 来 陈述 证 明 的 细节 。 
却 格 公式 的 证 明 ”我 们 可 以 适当 选择 PzC 中 的 坐标 系 使 得 ， 
a) 了 -与 C 交 于 4 个 不 同 的 点 (因而 工 。 不 是 C 的 切线 也 不 肖 
过 C 的 奇 点 ); | 
b》 在 二 重点 p71,"… ,ps 处 ，C 的 任何 切线 都 不 通过 .5[0,0,1]s 
ce) [0,0,1]EC, 
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第 一 步 ”连同 曲线 C 一 起 ， 我 们 考虑 另 一 条 代数 曲线 
f(x,y) 
E =| ol). 


按照 Bezout 定理 
(E .CC)=d(d— 1D, 
设 x 是 从 [ 0,0,1] 到 x 轴 的 投影 映射 (向 x 轴 作 的 垂直 投影 )。 考 
虑 全 纯 了 映射 
x= 荆 0 CPiC, 
我 们 将 利用 这 一 喘 射 用 另 一 种 方法 来 计算 (E .C0)。 
第 二 步 ” 设 C 在 p 点 有 竖 直 切线 ， 因 而 


Of (x,y) 
Oy 


按照 我 们 的 坐标 系 的 选取 法 ，P 必 是 C 的 光滑 点 ， 因 而 


= 0。 
Pp 


在 的 一 个 邻 域 内 ， 可 以 取 乡 为 独立 变 元 而 解 出 x 作为 其 画 数 ， 
x=x(3g)。 在 这 邻 域内 有 


Of (xy) ,Y) 
Ox 


X7 (y+ 


Of (xX(V) YY 
DY = 0。 


由 上 式 我 们 看 到 


order os) = orderx’(y) 


= order x(y) 一 1 
因而 ， 
: (E», C)p=V2(P) 一 1。 

对 一 切 有 坚 直 切线 的 点 求 和 ， 我 们 得 到 
DCE 。C)p= deg Rs。 
四 . 
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如 果 记 
D= {2(f) x) = 0), 
那么 在 C\D 上 x 是 4d 对 1 的 映射 ， 因 而 
degx=d, 


由 Riemann-Hurwitz 公式 


2 (E .Cp=deg R=2(9+d-1), 
p 


第 三 步 没 P 是 二 惠 点 之 一 ， 经 适当 的 平移 坐标 变换 我 们 可 
以 假定 p; = (0, 0)。 这 样 
f (x,y) =ax? + 2bxy + oy + falx,y) + 0%, 


Dj (x,y) 


dy = 2bx + 2cY + mw。 


由 于 np; 是 通常 二 重点 而 C 在 p; = (0,0) 没 有 坚 直 切线 ， 所 以 
ac — b? 和 0, Cc 六 0。 
由 隐 画 数 定理 ， 我 们 可 以 从 


Oy 一 


中 解 出 y 作 为 x 的 画 数 


b 
= = 一 并 + 


经 直接 计算 得 到 
fx YCX)) = ax? + DXYCX) +CCCC)72 + ee 


ac—b? 2 
一 X2 eo. 
C 


《ac — 520)。 
这 说 明 
《五 . C7p， = 2。 
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对 所 有 的 二 重点 求 和 ， 我 们 得 到 


8 
了 (BE * C)p， = 20。 


i=1 


连同 第 二 步 中 所 获得 的 结果 ， 我 们 得 到 
。 
dd-1) = >) (BE. Cr+ ZE Cs, 
=2(9+d-12+20。 


由 此 给 出 亏 格 公式 : 


d— d— 


亏 格 公式 有 十 分 重要 的 意义 ， 因 为 它 揭示 了 代数 曲线 C 的 
“内 在 ”的 拓扑 不 变量 9 与 “外 在 ”的 量 4,6 之 间 的 关系 。 
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第 三 章 Riemann-Roch 定 理 


$1 预备 知识 


为 叙述 并 证 明 Riemann-Roch 定理 ， 我 们 引进 一 些 记号 和 定 
义 ， 帮 做 一 些 必要 的 说 明 。 
设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 ， 


D= Dnipi€ DivCC), 


定义 1;1 如 果 对 所 有 的 i=1,2,…,Kk， 都 有 7i 宇 0， 则 称 DD 

为 C 的 一 个 有 效 因子 ， 记 为 D 宇 0。 
显然 ，C 的 任何 一 个 因子 都 能 表示 成 两 个 有 效 因 子 之 差 。 记 
2(D) ={JEKECCDIICD + D>0}. (1.1) 


容易 看 出 ，jFE 2(D) 意 味 着 : 车 因子 D 中 pi 的 孙 数 1; 二 0， 则 了 
必须 以 pi 为 需 点 ， 且 老 点 的 阶 不 小 于 ji 若 7; 守 0， 则 后 可 以 
以 Pi 为 极点 ， 但 极点 的 阶 不 能 大 于 ni。 显 然 ， 儿 (D) 构成 复数 
域 C 上 的 线性 空间 ， 记 
dim YD) = 41D)., (C1.2).. 
驭 记 
K1CD) = {0E KICC) 1 (DD}. 《1.3) 
wE KiCOD) 意 味 着 : 车 7 二 0， 则 ww 可 以 以 pi 为 极点 ， 但 极点 的 
阶 不 能 大 于 |7i|，; 若 mi>0， 则 ow 必 须 以 Pi 为 需 点 ， 且 老 点 的 阶 
未 能 小 于 n;。 显 然 ，K1(D) 也 构成 C 上 的 线性 宏 间 。 记 
dim Ki1CD) =iCD)., | (1.4) 
在 证 明 Riemann-Roch 定理 的 过 程 中 ，D 写 0 的 情形 是 有 特 
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下 的 重要 性 的 。 对 这 种 情形 ， 每 一 个 常 值 画 数 都 属于 2CD), 即 
CC2(D)。 这 时 ， 我 们 常常 以 记号 Q1(D) 代 替 K1MD)。 所 谓 %。 
EoCD), 即 是 说 o 是 一 个 全 纯 徽 分， 以 pili=1,2,…,K) 为 需 
点 ， 且 零点 的 阶 不 小 于 mi。Q1CD) 是 21(C) 的 线性 子 空 间 。 

定义 1.2 设 D,EEDiv(C)。 忆 和 已 被 称 为 是 线性 等 价 的 
( 记 为 D ~ EE), 如 果 存 在 AEK(C) ,使 得 (f)=D -EE.。 

命题 1.5 如 果 D~E， 则 

ZPD)IELE), KiCD)SKICE), deg D= deg E, 

证 明 因为 D~E， 故 存在 EKCC), 使 得 

(1)=D-E. 
对 任意 9E 2(D)， 有 (9) + D 宕 0， 因此 
(fg)+E=(/)+(9)+E=D-E+(9)+E 


= (9) + D 宇 0。 
故 有 了 映射 
ZD)->Z(E), 
g 一 9。 
易 验 证 这 机 射 是 线性 空间 的 同 态 ， 并 且 有 六 : 
LE)—ZD), 

因而 

ZCD)=:Z(E). 
类 似 地 ， 可 证 


KiCD)S=KICE). 


至 于 第 三 个 结论 ， 由 于 fEk(C)， 故 


Rees- 0 。 
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2 Res =deg(/) = degD - degE, 
所 以 
degD= deg E, { 
命题 1].4(Brill-Noether 互 反 性 ) 设 wEKICC),(w)=D+E, 


则 
ZZD)SEKCE), ZE)S=KICOD). 
证 明 对 任意 f€ .2 (D)， 有 (1) 宇 -D， 因 此 
fo) = +W-D+1D+E=E, 
故 有 映射”. 
ZZD)—~KiCE), 
fi fo, 
易 验 证 这 映射 是 线性 空间 的 则 态 。 莽 且 有 道 
Ki(E)—»% (DD), 
pre 
故 有 同 构 
2D)=KLE). 
由 DD 和 5 的 对 称 性 可 知 亦 有 


ZE)SK(D), | 
下 面 引 进 Laurent 尾 的 概念 ， 


定义 1.5 设 >) aijzi 是 Laurent 级 数 ， 则 它 的 奇异 部 分 


jie—8 
一 1 
-oi 
> Cj 


称 为 一 个 Laurent 尾 。 | n 称 为 此 Laurent 尾 的 阶 。 
设 C 和 DD 如 前 所 述 ， 且 D> 0。 设 ziCi=1,2,…, 记 是 pi 附 
近 的 局 部 华 标 ，zi《pi1) = 0 ， 如 果 对 每 个 pi 都 给 一 个 ni 阶 的 
105 


Laurent 尾 


1 oe Cil 


人 2 Qi 


自然 地 可 以 提 这 样 的 问题 ， 在 什么 条 件 下 存在 fEKCC), 使 得 f 
在 Pi 附近 以 7 为 Laurent 尾 ? 这 就 是 所 谓 Mittag-Leffler 问题 . 
它 比 Riemann-Roch 定理 更 强 。 如 果 我 们 能 够 回答 这 个 回 题 ， 就 
可 以 由 此 证 明 Riemann-Roch 定理 。 

容易 看 出 ， 紧 Riemann 面 C 上 的 牢 纯 画 数 在 相差 一 个 常 值 
画 数 的 意义 下 被 它 的 Laurent 尾 所 叭 一 决定 。 事 实 上 ， 如 果 六 ， 
fzE KC(C) 具 有 相同 的 Laurent 尾 ， 则 f1 一 fs 是 C 上 的 全 纯 画 数 。 
但 C 紧 致 ， 故 f - 访 为 常 值 画 数 。 这 个 结果 意味 着 同 态 

2(DD)VC 一 >{(C7 72 Nk)}, 
[fj] 一 > 了 在 点 Pupz…，,pr 附近 的 Laurent 尾 

是 单一 的 ， 这 里 [ 门 表示 荐 数 了 所 在 的 陪 集 。 

此 外 ， 对 口中 每 个 点 piG = 1,2,…,K), 有 同 构 

{ni}—>C"i, 


(1.5) 


i 


Qi 
zi > (Qin;s Qin;—1 Qi17， 
i=1 . . 
故 有 了 同 构 本 . 
{ (71, 12, NCD BD"DC' eC,, C1.6) 
共 中 
d= Sin. 
下 : 所 时 本 : 1 - i 

在 (1.5) 与 (1.6) 式 的 意义 下 ， 我 们 可 以 把 多 (D)/C 视 为 C 

的 线性 子 空间 。 


§ 2”Q1(C) 的 维 数 


在 第 二 章 中 我 们 证 明了 却 格 公式 。 这 个 公式 从 一 个 方面 揭示 
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了 代数 曲线 的 拓扑 性 质 与 其 代数 几何 性 质 之 间 的 联系 。 本 节 将 要 
给 出 的 关于 QC) 的 维 数 的 结论 是 这 种 联系 的 另 一 个 方面 。 本 节 
的 结果 是 Riemann-Roch 定理 的 一 个 特例 ， 着 将 在 Riemann-Roch 
定理 的 证 明 中 起 重要 作用 。 

本 节 的 主要 结论 是 

定理 2.1 设 C 是 一 个 亏 格 为 g 的 紧 Riemann 面 ， 则 

dimQiC(C) = 9。 

注 记 2.2 对 于 C 是 Riemann 球面 ( 即 g9= 0) 的 情形 ， 定 理 
2.1 已 被 证 明 过 ( 见 第 一 章 习 题 4.3)。 

我 们 将 分 两 步 证 明定 理 2.1。 首 先 证 明 

命题 2.3 条 件 同 定理 2.1， 则 有 

dim Q1(C)>g, 

证 明 我们 从 下 述 的 一 般 事实 出 发 对 于 任 一 紧 Riemann 面 
C， 都 存在 由 C 到 P? 的 至 纯 映射 T"， 使 得 C’=7xCC) 是 P? 中 一 
条 具有 5 个 通常 的 二 重点 《 记 为 p1,Pps,…;ps》 的 4 次 不 可 约 代 
数 曲 线 ， 而 无 共 它 重点 (C 是 C' 的 正规 化 )。 : 

车 4= 1 或 2， 则 9g= 0， 此 时 定理 2,t 已 被 证 明 过 。 故我 们 
下 面 假定 4 宕 3。 

现 设 本 命题 中 的 C 已 如 上 所 述 全 纯 地 上 映 太 已 内 。 在 P? 上 进 
行 适当 的 坐标 变换 ， 可 以 使 C 与 P? 上 的 无 穷 远 直 线 工 ,不 相 切 ， 
并 且 工 ,不 经 过 Pips,…,Ps 中 任 一 点 ， 以 及 C' 不 经 过 点 [0, 0， 
1]。 事 实 上 ， 我 们 可 以 在 P? 上 取 一 条 与 C’ 交 于 4d 个 不 同 点 的 直 
线 ， 将 此 查 线 作为 L。，， 就 能 保证 C 与 上 , 不 相 切 。 这 是 因为 , 假 
车 C “与 世相 切 ， 则 在 切 点 处 C 与 的 相交 数 至少 为 2， 这 
将 导致 

(C’ ,LL.)>d+1, 
与 Bezout 定理 矛盾 。 类 似 的 理由 保证 了 工 - 不 经 过 Pips,…，Pps 
申 任 一 点 。 再 在 工 - 上 取 一 点 ， 使 它 不 在 C4 上 ， 以 此 点 作为 
[0,0,1]， 这 样 选择 的 坐标 系 就 符合 我 们 的 要 求 。 
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设 C/ 在 此 坐标 系 下 的 仿 射 方程 为 f(x,y》 = 0， 
记 卫 =P1+ps+ +ps。 以 Ss 表示 复 系数 d -3 次 三 元 齐 次 
多 项 式 集合 。 命 
ST ~ T) = {G0, E162 E Ss|Gp1) = 0， 
Vi= 1,2,.., 6}., 
显然 ，S' 与 Se 了 T) 者 物 成 复数 域 上 的 线性 案 疗 ， 且 
dim Sa 一 := 二 (4- Dd— 2)。 


而 一 个 允 项 式 在 基点 Pi 取 值 为 雳 等 价 于 此 多 项 式 的 系数 满 足 一 
个 线性 方程 ， 故 


dim Ss-sC ~ Td -1)d-2)-6-09 


《这 里 应 用 了 亏 格 公式 ) : 
我 们 将 构造 由 5S“ -本 到 Q1CC) 的 一 个 单一 同 态 ， 这 样 就 


能 保证 
dim Qi1C(C)>dim Se-3( ~T), 


从 而 完成 命题 2.3 的 证 明 。 
对 任 一 GE Ss™3( 一 ， 记 
g(x,y) = G0, xX,y). 
及 记 Uo={[1,x,yEP)}, U,= {Cu,1,v]€E P:}. 
定义 


gx, dx Of Cx,y) | | 
oF y)- ， 在 C’NMUoE， 当 一 yy 1, 于 0， 
Oy Cr 
| 了 a 9 乡 
| ono, #2 - 
a=" Ox Cr 
9 人 (全 7 党 CNU 
-Y ， 在 CNU, 上 
Oy 村 ( 吉 , 世 Cr 
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(二 中 起 ( 二 二) 意 为 在 型 弦 呈 中 以 GoD = (二, 放 ) 代 入) 


由 于 C 人 不 经 过 点 [0,0,1]， 故 4 在 整个 C' 上 有 定义 。 
-注意 ， 在 Uo 办 C' 的 方程 为 (x,y) =0， 故 


9 0 
Sdx+ 5h dy= 0， 
因此 有 
dx | dy 
Of (x, y) ~ 9fCx, y) 
Oy Cr Ox C? 


所 以 在 上 述 定义 中 “f 信 :好 |，=0 时 的 a 是 红 各 好 二 0 时 的 
“的 延 拓 。 旧闻， 容易 蛤 汪 CD .0 上 的 华 结 微分 故 有 映射 
Cs 
G 一 we = XA* (0), 
显然 ， 此 映射 是 C 上 的 线性 空间 的 同 态 ， 且 是 单 一 的。 我 们 只 
需 证 明 oc 是 C 上 的 至 纯 微分 。 
由 上 述 定义 ，we 在 r-KC“mUo 上 的 一 点 p 取 值 co 只 能 在 


9f (x, y) Of C(x, y) 
Oy ,= 0 且 Ox pe? 


的 情形 下 发 生 ( 这 里 P =z(p))。 这 因为 对 PE -HKC U6)， 
| g(x,y) |p’ < o0, 
显然 ， 此 时 p' 是 C' 的 二 重点 ， 故 p'ET， 所 以 
g(x,y)1p’ = 0 。 
但 p' 是 f 的 二 阶 堆 点 ， 故 p' 是 -人 的 一 阶 都 点， 所 以 
g(x,y)dy | 
p= -nD | +%. 


Ox 了 了 
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这 就 是 说 ，wg 在 点 p 全 纯 。 
再 考察 wo 在 x-!CC’ [让 L,) 上 的 奴 纯 性 。 此 时 
ueg( 评 ， a 
df/1 v » 

~ (二, 此) cv 
注意 此 式 右 端 的 分 子 、 分 母 均 是 4& ,5 的 多 项 式 。 记 上 式 的 分 母 
为 hCG 屹 ， 只 需 说 明 ju 思 在 CnZE。 上 不 等 于 需 。 事 实 上 ， 在 
U, 中 C' 的 方程 为 


kw) = uf(, = 0. 


OK(u,v) ,a0f /1 vy .1 
ou = (二 二 ) u = hu,0), 
假若 p^EC Im-， 使 得 
hu,v)|p’ = 0， 
由 于 7 不 是 C' 的 重点 ， 必 有 


Ok (u,v) a0 
Ou pr . 


由 于 PpP EL。， 故 Pp 的 华 标 形 如 [0, 1,v]j。 玫 是 得 到 C’' 在 p’ 处 的 

切线 为 - 

OkKCu,v) 
ou 

即 C’ 在 p’ 处 的 切线 为 L。。 这 与 我 们 坐标 有 条 的 选取 相 予 盾 。 | 
下 面 我 们 将 证 明 


,4 一 0) = 0， 
P 


dimQ1(C)<g, 
为 证 明 这 个 不 等 式 需 要 用 到 第 一 章 8 5 的 知识 。 
设 C 是 一 1 亏 格 为 g 的 紧 Riemann 面 ( 风 图 3.1)， Visy2s ee, 
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yag-iy2g 是 C 的 同调 群 Hi(C,Z) 的 一 组 QZ- 基 。 设 ”是 C 上 的 
一 条 闲 曲 线 ， 则 有 
y= Siniys +00, 
其 中 miE ZCi=1,2,…,29),Q 是 C 上 的 一 个 区 域 。 以 下 将 用 [EY] 
表示 7» 所 在 的 同调 类 。 - 
由 Stokes 定理 (参看 第 一 章 § 5) 易 得 到 
命题 2.4 ”如果 4 是 C 上 的 闲 的 微分 1- 形 式 ， 则 映射 
Nn: Hi(C,2)—C, 
cr| 4 
的 定义 是 合理 的 ， 其 中 ? 是 C 上 的 闭 曲线 。 
证 明 ”如果 ?y* 同调 于 y， 则 7Y-7 = 6909， 其 中 0 是 C 上 的 一 
个 区 域 。 由 Stokes 定理 ， 有 


m0 =, ,= |, Wa2= 0. 1 
中 


命题 2.5 如果 4 是 C 上 闭 的 微分 1- 形 式 ， 且 对 所 有 的 i， 


都 有 
人 1= 0， 
则 4 是 恰当 的 。 
证 明 取 定 C 上 的 一 点 Po。 对 C 上 任 一 点 P， 取 一 入 由 pe 到 
7 的 道路 7Y， 定 义 
1(D=| 12。 


了 ITL 


我 们 断言 fp) 与 道路 7 的 选取 无 关 。 设 “是 由 po 到 p 的 另 - -条 
道路 ， 则 ?7y -7 是 C 上 的 一 条 闭 曲线 。 故 

7 -~y” = Sm +o0, 
共 中 n1€ Z，0 为 C 上 的 一个 区 域 .由 

1 a=0 (i= 1,2,.,29) 


以 及 


| 2= 几 aa= 9， 
、 .609 . 
2 


即 知 
| 一 | 4 


即 f(p) 的 定义 与 道路 7 的 选取 无 关 。 所 以 , 1 是 C 上 的 有 确切 定 
义 的 C” 画 数 。 由 微 积 分 基本 定理 ， 即 有 df =1。! 
命题 2.6 设 C 是 紧 Riemann 面 ，ojpEQICCc)。 视 w 和 9 为 
C 上 的 微分 1- 形式， 如 果 
w+ 区 = df, 
其 中 了 为 C 上 的 C* 画 数 ， 则 
w=9= 0。 
证 明 设 w%=h(z)dz,，g=g(z)dz。 风 
woAy= 0， 
并 且 


本 9 人 多 = 1g(z1 TazAdz = 1g(z)|2du 人 an。 
我 们 用 反 证 法 证 明 = 0。 如果 v 夺 0， 则 
i 
WW? 人 P= 19Cz) 1?du 人 dv~> 0， (2.1) 
ve- 
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但 
9 八 克 =D 人 + 人 万 =p 人 (Co+ 万 ) = Ad, 
可 以 断 亩 
WeAaf= 0. 
事实 上 ， 我 们 有 
d(C(fy) =dfA 人 pg+FN 人 dp。 
由 于 9€ 01(C)， 所 以 9g 是 至 纯 的 ， 因 而 


0g 
da- 0. 
故 
dy =d(gdz) =d9 人 dz 
09g ， 
= (eds+ dz )Aaz= 0 。 
于 是 


2 人 df = -dfA 人 y= -dr)。 
注意 到 fv 是 C 上 的 微分 1- 形 式 ， 由 第 一 章 8$ 5 的 推论 5.6， 邯 知 


人 dCfp7= 0。 


c 


所 以 
eAar= - Wace = 0. 


上 式 与 (2.1)? 式 矛盾 。 同 样 可 证 w=0。 
现在 我 们 来 证 明定 理 2.1 的 另 一 个 方面 。 
命题 2.7 ”条 件 同 定理 2.1， 则 
dimQ1(C)<g9, 
证 明 假若 daim2ICC) 三 +1， 设 oosg+iE OICC) 在 C 
上 线性 无 关 。 考 虑 一 组 等 式 
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9+1 
| 之 / (toi+ nw;)= 0 (i=1,2,.,29), 


其 中 yi 是 HI(C,2) 的 一 组 之- 基 。 视 41，…， 42 +1, nl, 0 
为 未 知 量 ， 则 上 述 等 式 是 这 29+ 2 个 未 知 量 的 29 个 线性 方程 。 此 
方程 组 必 有 非 才 解 ， 设 为 40 40010803+1。 取 


s+1 


有 于 了 
ws= MVEQUC), = Snovie Qc), 
i=1 7=1 . 
于 是 对 所 有 的 i= 1,2,…,2g， 都 有 
| ro)= |, 之 Coz+niaD= 0。 


由 命题 2.5， 存 在 C 上 的 C” 画 数 1 ， 使 


w+ = df, 
再 由 命题 2.6， 有 
%=9= 0。 
这 与 人 ,eo ANT NE, N+ 不 全 为 需 且 wy … ,Wg+41 线 性 无 关 相 
| 
$ 35 两 个 重要 定理 


上 一 节 中 所 得 的 结果 实际 上 已 经 给 出 了 两 个 重要 的 定理 一 一 
Hodge 定理 和 De Rham 定理 在 紧 Riemann 面 情形 的 证 明 。 本 节 
我 们 将 介绍 这 两 个 定理 。 应 当 指 出 , -本 节 的 内 容 与 本 章 的 中 


定义 5.1 设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 。 所 谓 C 的 第 一 上 同调 
群 是 指 
Hi(C,C) = Homce (Hi(C ,2),C). 


定义 5.2 C 的 第 一 De Rham 上 同调 群 ( 记 为 Hi,(C))， 定 
义 为 由 C 上 的 全 体 闭 的 微分 1- 形 式 组 成 的 群 关于 C 上 会 体 恰当 
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的 微分 1- 形 式 的 商 群 。 
设 4 是 C 上 的 闲 的 微分 1- 形 式 。 在 上 一 节 命 题 2.4 中 我 们 全 
定义 过 万 !(C,Z) 上 的 线性 画 数 7 EEC,C)。 于 是 有 一 个 同 
1: {C 上 所 有 闭 的 微分 1- 形 式 } 一 Hi(C ,2Z)， 
Cd 
而 由 上 节 中 的 命题 2.5 则 进一步 告诉 我 们 ,7 可 以 诱导 出 H3sCC》 
到 Hi(C,Z) 的 一 个 单一 同 态 。 
”此 外 ， 上 节 的 命题 2.7 指 出 ， 同 态 
Q1CC) 申 90C) > Hor lO), 
wDOP i> w+ 
是 单一 的 。 于 是 我 们 有 一 个 单一 同 态 的 链 
OCIBOUC)Y > 一 > Hr(C) > 一 > HicC,C). 
注意 到 此 链 两 端 作为 C 上 的 线性 空间 都 是 29 维 的 (9 是 C 的 却 
格 )， 则 知 这 两 个 同 态 都 是 同 构 。 这 就 给 出 了 下 述 的 Hodge 定理 
和 De Rham 定理 的 证 明 。 
定理 5.3(Hodge) (对 于 紧 Riemann 面 C) 我 们 有 
21C) 申 50 天 万 5 (CC)， 
定理 3.4(De Rham) 《对 于 紧 Riemann 而 CY 我 们 有 
Hii(O=HC,C),. | 
下 面 我 们 再 给 出 一 个 今后 将 要 用 到 的 结果 。 
定义 3.5 设 C 是 亏 格 为 9 的 紧 Riemann 面 ,w，… ,wg 是 OICC) 
的 一 组 基 ，7Y1,…,Yzg 是 Hi(C,Z) 的 一 组 Z- 基 。 我 们 称 下 述 29 
个 9g 维 向 量 ”| 


115 


为 C 的 一 组 周期 向 量 ， 并 称 矩 阵 
QQ=(7TT … 7Tag )pxsg 
为 C 的 一 个 周期 短 隆 . | 
命题 3.6 ”上面 给 出 的 29 个 周期 向 量 是 R 线 性 无 关 的 。 
证 明 用 反 证 法 。 假 车 ,… ,sg 为 灵 线 性 相关 ， 则 存在 不 全 
为 雾 的 实数 al,… ,azg， 使 得 


GT + + Cag7T2g = 0。 , (3.1) 
将 此 式 取 复 共 罗 ， 有 
Ql 人 | 十 。。。 十 az2g 宛 2g 一 0, (3.2) 
其 中 . 
中 Ta 
元 ; = | : (= 1 … ,29)。 
ULa， 
考虑 矩阵 


AX! … Tsg 
O* = _ 。 
完 ，…。 和 宛 2g /gg 


(3.1) 式 与 (3.2) 式 意 味 着 9* 的 29 列 以 41,…,asg 为 系数 构成 
的 线性 组 合 等 于 震 ， 故 和 殷 阵 Q* 的 秩 小 于 20。 所 以 存在 不 全 为 雾 
的 复数 轿 ,… ,90955079， 使 得 9* 的 各 行 以 它们 为 系数 构成 的 
线性 组 合 也 为 雳 ， 即 


. a 9 \ 
| (Dio + Jn’'Gi ) =0 (i=1,. ,29), 
i j=1 i=1 


令 o= Zioi， p= > 17oj， 则 
了 一 让 i=1 
| {w+ =0 (i=1,.,29)., 


由 上 节 命 题 2.5 及 命题 2.6， 可 知 WwW=9= 0。 这 与 入 ,oh 71 ， 
及 不 全 为 霉 及 ww0g 线 性 无 关 了 矛盾 。 
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$4 Riemann 不 等 式 


本 节 中 的 两 个 不 等 式 对 于 Riemann-Roch 定理 的 证 明 有 基本 
的 重要 性 。 
命题 4.1(CRiemann 不 等 式 ) 设 C 是 亏 格 为 9 的 紧 致 Riemann 
而 ，DE DivCC)，degD=d， 制 
(DD)4-g+1, | 
证 明 ”如 上 节 中 命题 2.3 的 证 明 一 样 ， 我 们 仍 需 要 从 下 滤 基 
本 事实 出 发 ， 存 企 侈 纯 映射 
Ax; CCP, . 
使 得 C 是 C 的 正 旭 化 ,这 里 "是 除了 5 个 通常 的 二 重点 Pi,…,P。 
之 外 无 其 它 重 点 的 代数 曲线 。 


让 ， . 
才 可 


设 X71(P;)=pf +p?(i=1,2,.,0), 记 


4= 2 +p’) EDivCC), 


借助 P? 中 的 坐标 变换 ， 光 妨 假 定 XCD) 与 (9) 沸 不 含 无 穷 远 点 
《 风 图 3,2)。 
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设 C 由 方程 F(2o ,和 4, 妇 ) = 0 给 出 ，deg FF =m. 
设 D=D’-D”， 共 中 D’,D’*>0. 记 
deg D’=4d’, deg D7 = dv 
以 S" 表 示 复 系数 三 元 n 次 齐 次 多 项 式 集合 。 则 S" 是 复数 域 
C 上 的 线性 空间 ， 


dim S" =n+1) Cn+2). 


设 GC&0,81, 如 )E S"， 满 足下 壕 两 个 条 件 ; 

a) F+G; - 

b) G+ C>D’+4， 其 中 G + C = (rr(GCeo ea ea77 

我 们 对 G ， C 作 进一步 的 说 明 。 G. C 是 Div(C) 中 的 一 个 元 
素 。 对 pEC， 记 

pv -rpyeccr 
了 的 邻 域 在 + 下 映 成 p” 附近 的 C' 的 一 个 曲线 支 ， 记 为 Bp。 进 
行 六 上 的 坐标 变换 ， 使 p’ 的 坐标 变 为 [1,0,0]。 设 G 在 此 坐标 

交换 下 杰 为 C.。 由 于 C 的 重点 都 是 通常 的 一 重点， 故 在 py 附 
近 Bp 的 显示 方程 形 如 : 


Y=a0x+ ax? 十。 


将 此 式 代 和 人 Gp(1,x,y)， 得 到 关于 x 的 一 个 形式 宕 级 数 。 记 此 形 
式 澡 级 数 的 最 低 项 头 数 为 np), 则 


G.C= 人 "CDP。 


容易 看 出 ， 上 式 右 端 是 有 限 和 (这 因为 PT G， 县 了 不 可 约 ， 故 
C0’ 与 {G = 0} 没 有 公共 的 曲线 分 量 ,因此 C’ 站 {G = 0} 是 有 限 集 合 ， 
而 只 有 此 有 限 集 合 在 x 下 的 反 象 p 才能 使 (p)s0)， 帮 日 G . C 的 
定义 与 前 面 进行 的 PP 上 的 坐标 变换 的 选择 无 关 ， 
-我 们 说 ， 条 件 G .C 宇 D’+ 4 意味 着 G 的 系数 应 当 满 是 dr +6 
个 线性 方程 。 事 实 上 ， 设 
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= Sons p! + ntp') + Simiqy 


tf-1 i=1 


共 中 诸 p1 ,pf 与 9j 均 两 两 不 同 ，nf nf,mi 之 0。 则 


D’+A= Cn + PI+ Cn + Pp) + Pm. 


对 任 一 确定 的 i ，G，C 之 (nf + Dpi 等 价 于 G 的 系数 应 当 满 足 
2 + 1 个 线性 方程 ， 即 以 Bp; 的 局 部 最 最 式 方 程 代 大 Cp (1,*, 奶 后 
所 得 到 的 关于 * 的 形式 震级 数 的 0 次 , 1 次,… ,nf 次 项 系数 (依次 
记 为 6,11， 和， 它们 都 是 G 的 系数 的 线性 表达 式 ) 均 为 等 。 
同样 ，G. C 之 (nf + Dps 符 价 干 G 的 系数 应 当 满足 77+1 个 线性 
方程 


但 是 
l=0<>! =0 
(这 是 因为 Xp 人 =XCp1) =Pi， 所 以 ,$=0 与 此 =0 都 等 价 于 
CCpi)=0)。 故 
C.C>>CnT+17)D; + Cn + 1)p? 


等 价 于 6 的 系数 应 当 满 必 +n4 +1 个 线性 方程 。 关于 qj 由 于 
ED tp 


故 T7049) 不 是 C 的 重点 ; 所 以 , G。 CC 之 mj91 等 价 于 G 的 系数 应 当 
满足 mj 个 线性 方程 。 所 以 ， 
G.C/>D’+A4 


等 价 于 C 的 系数 应 当 满 足 的 线性 方程 的 个 数 为 
Dt+nt+1) + Sam = (Bani+n’) + Dm )+s 


让 


=deg(D’) +6=4d’+6, 
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现在 我 们 指出 ， 当 和 站 充分 大 上 时， 满足 条 件 a),b) 的 多 项 式 G 
是 存在 的 。 事 实 上 ， 满 足 条 件 b) 的 多 项 式 G 的 双 体 组 成 S” 的 一 
个 子 空 间 4 , 而 条 件 了) 等 价 于 G 的 系数 应 当 满 是 -4 +6 个 线性 方 
程 ， 故 - 

dim A>dim Sr- (d’ +6) =(n+ nt+2)-d -5。 


但 不 满 是 条件 a) 的 0 的 集合 的 维 数 为 
dim{GE S| FIG} = dim S*-"=$n- m+) (nn+2). 


显然 ， 当 7 充分 大 时 ， 
dim A >dim S"-", 
故 存在 GE S" 同 时 满 是 条 件 a) 和 b)，。 
取 定 一 个 满足 条 件 a),b) 的 G， 仿 已 =G.C-D'-4。 汗 
S={HES"| H.C3A+E+D’, 
现 计 算 dim S。， 出 Bezout 定理 
| (G.»C)=degG. deg F=nm, 


故 
deg 开 =11 一 4 一 20。 


如 前 边关 于 G 所 满足 的 条 件 8) 的 讨论 一 样 ， 条 件 
| H.C>A+E+D* . 
等 价 于 万 的 系数 应 当 满 足 (5 + deg 已 + deg DD 个 线性 方程 。 而 
G+degFEF+deg D”=6+ (nm-d’—26)+d’” 


=—-606+nm-ad, 


dim SE n+i n+t2) +o- im+d, 
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淹 
(fa +D= H.C)-(G .C+D 
(A+E+D’ -E+D’ + A)+D=0, 
故 faE€ ZZ(D)， 十 是 有 映射 
0: 5 ~ FD), 
TH -> fp, 
易 验 证 “ 是 线性 实 间 的 同 态 ， 注意 到 fa = 0 妆 且 仪 当 如 在 C' 上 取 
值 为 堆 ， 亦 即 万 = 下 . C (其 中 QES"-")。 故 
ker(c) = 亚 .Sn 
这 意味 着 4 诱导 出 一 个 单一 则 态 
全 97 FS > .22( 门 ) 。 
夏 
ICD)>dim S- dim S"-" 


>> > Cn + C++2) onm+d 


Cn 一半 DCO-m+2) 


Gy 
< 


=d- Tm- 3m) 16=d-g+1, 


这 里 用 到 了 亏 屠 公式 。 
推论 4.2 ”如果 d 汪 g， 则 


LD) AO0; 
换 旬 话说， 如 果 LCD) = 0， 则 
dg—1. 


类 似 于 Riemann 不 等 式 ,， 有 
命题 4.5 条 件 同 命题 4.1， 则 

1 D) 二 9 -4 -1， 
证 明 ”沿用 命题 4.1 证 明 中 的 记 纯 天 .有 站,D 8 ,47 及 4。 
首先 ， 选 择 7n 次 齐 次 多 项 式 G8,51,62)， 使 F406， 
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G .CD’ 
《这 里 7 仍 是 充分 大 的 自然 数 。 G 的 存在 性 可 仿照 命题 4.1 的 类 
了 证明)。 共 次 ， 兮 
Si={HES"t"3|H. CD’+A+t(G.C-D’)), 
1 


.dim S,= 玉 (n+ 由 一 Dntme2)-d -6-nm+td’. 


对 任 一 右 E S1， 例 


HO,x,WAdx 
9 *(- GO,x, FyC ,X,Yy) .) 


E 上 两 节 命 题 2.3 的 证 明 过 程 中 ， 傅 证明 过 对 PEC， 


dx 
Fy(l1,x,y) 


dy _ 
Fa rz(C1,x,y) lp 


p 


一 > TICPp)E 4， 


dx 
C= HC-G Ct (Fee,)): 
姑 此 PnE KK!1(D),s 这 样 ， 我 们 得 到 一 个 同 态 
BbB. S, —> Ki(D), 
H i> ype 
居然 ker B= 下 ,SS"*" 3 "= 下 .SS 3， 故 
iD) = dim KiC(D)>dim S -dim(F . S§"-:) 
=g-d-1. 1 
注意 ， 应 用 Riemann 不 等 式 和 命题 1.4， 可 以 大 大 简化 上 面 
的 证 明 。 事实 上 ， 设 woE K1CC)， 则 
i1(D).=1((%) —- D)>deg((4) —-D)-g+1 
=2g9—-2~d-g+1=g-d-1。 
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推论 4.4 如 果 4 过 g - 2， 则 :CD)s0， 换 句 话 说， 如 果 1D) 
=10， 则 | 
d>g ~ i 


§5 Riemann-Roch 定理 


有 了 前 四 节 的 准备 ， 我 们 可 以 给 Riemann-Roch 定理 一 个 证 
明了 。 
定理 5.1(Riemann-Roch) 设 C 是 区 格 为 9 的 紧 Riemann 面 | ， 
D= Sp EDivCC )。 
i=1 
| 
1CD)=d-g9+iCD)+1, (5.1) 
其 中 d= deg D，I1(CD) 与 i1《D) 如 前 ( 见 (1.1) 一 (1.4? 式 )。 
证 明 ”首先 我 们 评 明 ， 如 果 口 宇 90， 则 
UD)Sd-g+i(D) + ], (5.2) 
这 个 结果 与 前 一 节 所 得 到 的 两 个 不 等 式 共 同 构成 证 明 Riemann- 
Roch 定理 的 基础 。 
在 8 1 中 我 们 引进 过 Laurent 尾 的 概念 。 设 0 = (91，… ,10k)， 
其 中 


a. 
-一 eee 十 一 一 一 一 
Si + oi 


是 p; 附近 的 Laurent 尾 。 全 体 7 组 成 的 线性 空间 与 C* 同 构 。 视 7 


为 0C* 中 的 向 量 ， 考 虚 上 映射 
RES, Cix tn(C)—>C 


(7,0) -> DS) Ress i (i0)。 


易 验 证 达 景 一 个 双 线 性 映射 ， 日 具有 如 于 性 质 ， 
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RESCIo =0， VSEC-<>oOSOICD)。 《 举 ) 
事实 上 ， 苦 wE OICD)， 则 对 所 有 的 1= 1 ,0 不 以 pi 为 极 
点 。 教 
Res,, (Dio) = 0， 
所 以 i 


之 Res，， 《nio) = 0, 


这 就 证 明了 性 质 ( 米 ) 的 “ 千 ” 部 分 。 为 证 “ 写 ", 提 GE9LKC) ， 
在 PiC=1,2,…: 台 附近 

包 三 户 i02? 1 + bigYitly .oo 
其 中 miEZ，bi 芝 0。 取 pi 附近 的 Laurent 尾 

i= (Eins ,ik), 

其 中 

Ei = 二， tj=0: (i), 
则 有 . : . 


RESCE, -多 = Res，， bio - oo 二 0 


了 


因此 必定 有 mi; HT 芭 re = 1,2, .1 故 

wE QD). 

向 信人 娄 中 的 一 人 事实， 设 V 与 WW 孝 是 C 上 的 
线性 空间 ， 
dimV = m, dim W =n, 

设 有 昌 ; Vx WC 是 双 线 性 映射 , 且 具 有 性 质 ， 着 we Ww 使 得 对 
所 有 的 uEV 都 有 BCv,w) = 0， 则 w= 0 (这样 的 8 称 为 对 开 是 非 浊 
化 的 )。 再 设 工 是 VY 的 子 空间 ， 满 足 条 件 ; BCLxW)=0， 员 

dim L<n-m 
事实 上 ， 设 {oo ,< 3 zw) 是 全 的 一 组 基 ， 对 每 个 (a 1, »,n) 可 
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定义 V 上 的 线性 画 数 
i: V ->C， 
VIB ,w, ), 
分 
KR={vEVIA(V) =0，Va=1， 


则 天 是 7Y 的 一 个 线性 子 空间 。 FB 版- 
LOK., 


我 们 只 要 证 dim 久 =m-n, 即 只 要 证 和,…,h， 是 C 上 线性 无 关外 
线性 夯 数 。 设 a ,ar EC， 使 得 


p37 ,= 
则 对 所 有 的 "E 站， 都 有 
Fah, =0, 
好 
p37 Br ws)=0 
由 于 妃 是 双 线 性 映射 ， 故 
(2 > w. )- 0， 


但 B 对 WV 非 退化， 所 以 


而 {1 ,20n} 是 WW 的 一 组 基 ， 夏 
=…=an=0， 
这 就 证 明了 加，…， “nm 在 C 上 线性 无 关 ， 也 即 证 明了 我 们 需 要 的 事 
实 。 
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/前 面 所 证 明 的 性 质 ( 米 ) 说 明 内 RES 诱 导出 的 双 线性 映射 
RES,. Cx QI(C) /QUDY—C 
对 QC)/Q1(D) 是 非 退 化 的 。 回 想 在 31 中 已 说 明 过 的 ZZ(D)/C 
可 视 为 C“ 的 子 实 间 ， 且 由 留 数 定理 易 知 
RES\ (CZ(D)/C x QC) /QD)) = 0。 
根据 上 面 刚 证 明 的 线性 代数 的 事实 ， 即 知 
dimCZ D/C) Edim CC - dim(Q(C)/ QD)), 
到 | 
L(D) -1<d- dim QICC) -上 iCD). 
由 8 2 中 的 命题 2.1，dim QC) = g， 故 有 
| DAd -gg+iCD) +1, 
(5.2) 式 证 完 。 
于 面 我 们 分 别 四 种 情形 完 成 Riemann-Roch 定理 的 证明， 
a) 1D)E0, i(D) = 0。 
iD) 六 0 意味 着 存在 fEKCC)， 使 得 
(f) + D>0, 
分 . 
E=(f)+D., 
CD =E ~ D， 即 ~D。 根 据 命题 1.3， 有 
1CD) = LE), 1CD) = 1iCE), deg D= deg E., 
娄 对 证明 Riemann-Roch 定理 等 价 于 对 互 进 行 证 明 ， 即 无 妨 
D>=0. : | 
此 时 ， 一 方面 (5.2) 式 成 立 ， 另 一 方面 ， 由 Riemann 不 等 式 
x 有 
d~-g+i(D)+1=d~-g+1<1D). 
(C5.1) 式 为 鞭 . . 
by iD) 夺 0，i(D) 寺 0。 . 
后 情形 )， 由 于 !CD) 半 0， 我 们 可 以 假定 D>>0. 所 以 
5.2) 式 成 立 。 
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由 于 1(D) 志 90， 故 存 在 4%E Q1CC)， 使 得 
(wo) 之 忆 。 
设 £=(w) -D,， 则 E>0. 由 命题 1.4 及 (5.2) 式 ， 有 
iD =1CE)sSdeg 巨 -9+1+ICE)7。 
由 Poincare-Hopf 公式 ， 有 '`deg(o) = 2 一 2， 卜 
degE = deg(wo) ~- degD=2g—-2-d, 
再 有 1CE) =1CD)， 故 上 式 变 成 
HD)<29-2-d-g+1+LD), 
邯 
UD)>d-g9+iD)+1, 
此 式 与 (5.2) 式 结合 ， 即 有 (5.1) 式 。 
ce) CD) = 0, i(D)S0, 
类 似 于 情形 b)， 由 1CD) 计 0， 可 知 存在 otE QICC)， 使 得 
CW) = D+E, 
其 中 五 六 0。 由 命题 1.4。 
(CE) =1(D) 0, KE)》=LCD) = 0。 
故 可 对 E 应 用 情形 a) 中 所 证 过 的 结果 ， 有 
LE)=degE-g+i(E)+1, 
注意 到 
"deg E=deg(w0) ~- deg D=2g-2-d, 
将 此 结果 代入 上 式 ， 并 将 其 中 的 全) ICE) 忌 复 为 i(D) ,1(D)， 
即 得 到 (5.1) 式 。 
da) MKD) =0, iCD) =0. 
由 推论 4.2， 有 d<s9g- 1 由 推论 .4， 有 dg -1。 故 
d=g-1.. 
此 即 LCD) =:D)=0 时 的 (5.1) 式 .| 
习题 5.1 对 C=P!,，D>>0， 和 本 接 证 明 Riemann-Roch 定 
理 。 “ 
提示 设 


D = np + et MRPry 
Pr 均 不 是 无 穷 远 点 。 设 pi 在 C 中 的 举 标 为 Fi(i 1 ,ee . 
A)。 考 虑 一 组 画 数 | 
fo(z) = 1y 


和 . 
fij(z) -| 《5 二 327， 当 >25co， 
0， 当 2 = co， 
其 中 J 了 1， JTJ。 则 这 组 画 数 构成 2(D) 的 基 . 芋 汪 
dim 2CC7 = g=0, 
习题 5.2 X C2c/A 《其 中 A= {Mw + matvs | mi ,ms EE Z), 
wi 和 2。 为 民 线 性 无 关 的 复数 )， 忆 >0， 喜 接 证 明 Riemann_Roch 
提示 “只 要 证 dim DY = deg D., 设 加 


助 育 Riemann-Roch 定理 。 ， 


了 


天 四 
.DD= Dnip: (N10 ,0), 


iel 
对 每 个 pt， 取 它 在 投射 9: C->C/A 外 的 一 个 原 象 z;。 定 义 C 
上 的 中 纯 画 数 。 本 
Pi = FPF) ,ek 
其 中 (zx) 是 Weierstrass 多 责 数 . 定义 


fi (TD’ ,diFi(z) 
?+rD! dz， 


Ct 一 1 ，。 ,ks 7= ] 9 sl 一 2)。 


YJi(2) = 《zi -ao ry 
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ASS | 1 加 1 1 
之 (2—2i— WF Ei WW) ww: )] . 
(t=1,2,.° ,Kk -1), 
其 中 A = A\{O};。 易 见 {fi;;} 和 gi 都 有 双 周 期 wr 和 ws， 开 可 
视 为 C/A4 上 的 画 数 。 观 察 极 点 。 可 知 / = 1 和 人 它们 组 成 乡 (D) 的 
-组 基 。 而 这 组 画 数 的 个 数 为 
下 下 
Dyni— 1)+ (Kom1)+1= Djni= deg D, 


im 1 FE = 1 


放 有 结论 。 
习题 5.3 试 证 ， 如 果 deg D<0， 则 !LD)=0 如 果 degD 
>2g -2， 则 iCD》 = 0。 
提示 ”对 任 一 了 EKCC)，f=::0， 出 有 
deg(f) = 0。 
再 回想 LCD) 的 定义 ， 期 知 
deg D<0 之 I(D)=0, 
对 任 一 PE Ki(C)，deg(9) = 29 -2。 由 1CD) 的 定义 ， 即 知 
deg D>2g9-2 字 1(D) =10。 
习题 5.4 谈 C 是 访 格 为 9 的 紧 Riemann 面 ，DEdiv(C) ， 
4d=deg 也 三 29g-1 
(由 习题 5.3，i(D)=0。 故 1D)=degPD-g+1=d-g+1)。 变 
ifosfiy 呈 ,fa-g} 是 (DD) 的 一 组 大。 定义 贞 射 
9g: C -— Ps, 
Dp -> f0Cp) Fo gp) 


验证 9 的 定义 是 合理 的 ， 天 证 明 % 是 单一 的 ， 
(Px)p0 CYPEC) 


(gx 表 居 9 的 微分 )。 


提示 YVPEC， 由 习题 5,3， 


LD-p)=UD) -1 DS ID-P)ELD) 


DfoCp) ,oo, fag pO0, ,0), 
即 v 定义 合理 。 ， 


VYPqgE Cs 类 似 地 ， 有 _ ， 
UD-p-9)=1D-p)-1 人 ZPD-p-0)EZ(D TP) 

之 ?是 单 的 。 
VpPEC， 有 


UD-2p)=L1D-p)-1 DS SD- 2p) 持 CD --p) 


之 (Pr)pEO, 


. 第 四 意 ”Riemann-Roch 定 理 的 应 用 


本 章 将 应 用 Riemann-Roch 定理 研究 亏 格 为 0,1 ,2,3,4 的 紧 
Riemann 面 以 及 超 椭圆 的 和 非 超 椭 圆 的 紧 Riemann 面 . 


§ 1 却 格 为 0 的 情形 


应 用 Riemann-Roch 定理 我 们 很 容易 证 明 下 述 事实 : 
命题 1.1 设 C 是 亏 格 为 0 的 紧 Riemann 面 ， 则 C==PL。 
证 明 在 C 上 取 一 点 P。 含 D=pEDiv(C)。 我 们 有 
0<CD) 和 dim CC) =9=0。 
故 1(D).=0。 由 Riemann-Roch 定理 ， 有 | 
CD)=d-g+i(D)+1=1-0+0+1=2. 
故 儿 (7) 中 必 有 两 个 线性 无 关 的 图 数 ， 其 中 一 个 可 取 为 常 值 画 数 
及 =1。 由 于 C 上 任 一 人 至 纯 责 数 必 和 f, 线性 相关 ， 所 以 另 一 个 必 
然 是 以 了 为 一 阶 极点 的 牢 纯 画 数 ， 设 为 f; 。 则 fz2'tco)=p。 册 
此 . + | “ 
deg f= 并 {fz1(0o0)}=]。 
这 意味 着 fs 是 由 C 到 P! 的 双 爹 纯 映 射 故 
C=P!. | 


§2 却 格 为 1 的 情形 


命题 2.1 设 C 是 亏 格 为 1 的 紧 Riemann 面 ， 则 C 可 以 表 成 
P? 中 的 一 条 光滑 三 次 代数 曲线 。 
注 记 2.2 车 C =C/4， 其 中 4= {mwt mws|mi,m2€ 2}, 
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我 们 已 经 证 明 过 在 映射 
C ~P?, 
[wv El, FC) ,FC)] 
下 表 成 三 次 光滑 曲线 ， 其 中 . 久 (w) 为 Weierstrass 图 数 。 在 本 节 
内 我 们 将 用 一 种 典型 的 方法 讨论 -- 般 的 亏 格 为 1 的 紧 Riemann 
面 。 在 这 个 讨论 过 程 中 ， 关 于 C/4 的 上 述 结果 将 启示 我 们 如 何 
去 构造 由 C 到 P? 的 映射 。 | 
证 明 ”我 们 的 目 的 是 构造 一 个 由 C 到 产 ? 的 至 纯 的 单一 映射 
了 ， 使 得 1《C) 是 三 次 光滑 代数 曲线 . 
首先 我 们 指出 ， 对 任意 -一 个 we Q1(C) 及 任意 一 点 PEC， 昨 
有 
wp) 二 0。 
事实 上 ， 由 Poinearée—Hopf 公式 ， 有 
| deg(w0)=2g-2=2-2=0, 
所 以 ， 如 果 wp) = 0， 则 口 必 有 极点 ， 与 wc 21CC) 了 矛盾。 
由 此 可 知 ， 对 任 一 有 效 因 子 D， 总 有 1(D) = 0。 
”第 一 步 我 们 先 构造 C 上 的 两 个 守 纯 画 数 x 和 y (它们 相应 
于 C=C/4A 时 的 多 与 9 人 )， 并 由 此 构造 我 们 所 需要 的 由 C 到 P 
的 至 纯 喘 射 。 
取 PEC. 又 取 万 =2pEDivCC)》。 册 于 2p、0， 故 
ICD) = 0。 
由 Riemanu-Roch 定理 ， 有 . 
i(D) =d -y+icD) ti=2-1+0+1=2, 
歼 CD) 中 必 有 以 为 奇 点 ( 阶 不 超过 2) 的 中 纯 画 数 。 易 知 这 
样 的 第 纯 画 数 必 以 p 为 二 阶 极 点 。 事实 上 ， 由 Riemann_Roch 定 
L(pP) =1-1+0+1=1， 四 
努 之 (p) 中 只 有 常 值 瑞 数 ， 这 也 就 是 说 ， 以 为 极点 的 全 纯 画 数 
在 了 点 的 阶 至 少 为 2。 . i 
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设 xE (2p)， 则 在 了 点 附 尝 ， 有 


Co Ca 
X = 十 十 PKt)》 ， 


其 中 苇 为 六 点 附近 局 部 溪 标 ，tLCP) = 0 C1.Cc2EC， cs 淆 0; h(t) 
全 纯 。 

适当 地 改变 7 点 附近 的 局 部 坐标 ， 可 以 使 cl 消失 。 事 实 上 ， 
设 wcEQSC2， 在 局 部 坐标 上 上 下，w=9(Ddt， 其 中 9(0) 二 0 。 命 


1 
Zi = 上 g(t)di, 


则 
dz2) | z1=0 = gfK0) 0。 


这 意味 着 z1 可 以 作为 点 附近 的 局 部 坐标 。 在 此 局 部 坐标 下 ;， 


= dzi。 设 
CE 6 
x = + 了 十 太 (z 
2 (21), 


注意 到 个 纯 微分 xz 除了 p 之 外 无 其 它 极点 ， 由 留 数 定理 即 知 ， 


0= Res(xw) = Ci。 
所 以 
X= 及 * (= )。 
再 改变 p 点 附近 的 局 部 坐标 ( 合 2 = 531 ?2,)， 我 们 得 到 
x + hz) 


(这 个 就 和 C= C/A 时 的 Weierstrass 多 页 数 的 解析 形式 很 相 
像 了 )。 


d 
取 定 wE Qi:CC)。 合 y= “7 (这 个 y 和 C=C/A 时 的 多 ' 很 相 
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像 )。 

定义 鼎 射 本 
f: 0 -> Pi, 

4 i>[1,x(q9), y(9)] 

Cp [0, 0,1]). 

f 就 是 我 们 所 需要 的 上 映射。 显然 f 是 至 纯 映 射 。 

第 二 步 ” 现 在 证 明 /CC) 落 在 P? 中 的 一 条 三 浆 曲 线 上 。 

视 x 为 由 C 到 Pi 的 至 纯 上 映射 ， 则 x-1(Cco0) =2p。 故 

deg X=2, 
因此 x 在 其 分 歧 点 的 分 歧 指 数 都 不 超过 2。 设 民 为 x 的 分 歧 因 
子 ， 则 尺 中 每 个 点 的 系数 只 能 是 1 。 由 Riemann-Herwitz 公式 
deg R=2(deg x +9-1) =2(2+1 一 1)7=4。 
故 除 点 了 之 外 x 还 有 三 个 分 歧 点 ， 即 
R=p1+p2+ps+p, 
其 中 pl,pa,ps,p 两 两 不 同 。 设 
XCPi)=a; (=1,2,3)。 

则 映射 x 鸥 示意 图 如 图 4.1。 


对 于 一 个 侍 纯 画 数 " ， 我 们 以 (0)o 及 (a)。 豆 示 其 堵 点 集合 及 
极点 集合 包括 重 数 )。 
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由 于 无 雳 点 及 极点 ， 而 V = dx o， 故 
(yo= (dx)o,  (〈8VD)- = (dx)., . 
因此 ，(y)o 及 (Cy)。 只 可 能 含有 x 的 奇 点 ， 即 pi,pa,pa,p。 现 在 我 
们 来 计算 (yo 及 (Cy).，。 
设 zi(1=1,2,3) 为 Pp; 附近 的 局 部 坐标 ， 
zi(pi) = 0。 
由 于 xx 在 pi 的 重 数 为 2，. 故 
Xai=23hi(2:), 
其 中 hi 为 全 纯 画 数 ， 且 h;(0) 太 0。 于 是 
dx = 22ihi (2i)d2; + 22h’ (2;)dz: 
= Zi(2hi(21) + ZIh! (2;)) dz;, 
由 于 
C2hi C21) + Ziht 21)) |2 ,0 = 2hi(0) 0， 


故 dx 以 pi 为 需 点 。 
在 P 点 附近 取 局 部 坐标 如 前 ， 有 


光一 本 十 RCz)。 


显然 dx 以 p 为 三 阶 极点 。 故 有 . 

(yo=Ppitpstps, (Yo=3p, (WD=P1+ps+ps-3p., 

现 考 虚 P! 上 的 什 纯 丽 数 

g(xX) = (x a) Cx — 42) (Xx — 4s), 
将 9 看 作 C 上 的 画 数 ( 即 x*g)， 则 
(g)o=2p1+2p2+2ps, (9) = 6p。 
这 因为 在 Pi(i= 1,2,3) 附 近 
XxX—ai=23hi(zi), 


故 9 以 pi 为 二 阶 堵 点 ， 而 在 7 点 附近 


| . 
区 二 3 十 h(z), 
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故 每 个 (x 一 ai) 部 忆 ?为 二 阶 极点 。 
容易 看 到 ，9 的 亲子 答 是 六 的 因子 。 所 以 


(5)=° 


即 yg9 是 C 上 的 双 纯 画 数 。 而 C 紧 ， 故 


其 中 a 志 0。 我 们 不 妨 以 y/w a4 代 苦 yy， 则 有 y2 = g(x) 
上 面 的 讨论 说 明 C 在 f 下 的 象 落 存 P? 中 的 三 次 曲线 
C={1,x,y EP y — g(x) =0}U {0,0,1]} 
上 。 
第 三 步 ”下 面 证 明了 是 单一 上 映射。 为 此 定义 C | 的 对 合 映射 
7《 风 图 4.1)，; | 
7 C 一 > C， 
91 I> 93， 
其 中 9 和 9s 为 P! 中 的 同一 -点 在 x 下 的 两 个 原 象 。 
显然 ， 户 为 C 上 的 恒 同 映射 。 
习题 2.1 征明 jE Aut(C). 
考 弄 了 在 KCC) (或 KICC)， 2 CC 上 诱导 的 变换 产 
亲人 一 信 o 7， 
其 中 2EKCC) (或 KiCC),Q1(C))， 最 然 
J*x= xX, 1*(dx) = dx。 
我 们 断言 y= -yy。 事实 上 ， 几 于 y= dx/o 故 - 


my ldx) _ dx 


J * “二 IT* . 
我 们 只 需 证 明 /ro = -w。 由 于 
dim QICC) =g= 1, 
所 以 
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10)=C, 


j* 可 视 为 C 上 上 的 线性 灾 换 。 普 = 1 意味 着 ?= 1， 所 以 , I* 的 牲 
征 值 必 为 1 或 -1. 苦 产 的 特征 人 复 为 1， 则 
“ 1*w = 0, 
习题 2.2 和 如 果 六 @ =%， 则 Pl! 上 存在 人 至 纯 微 分 。 ， 使 得 
w= oxX=x*gp, 
根据 这 个 习题 ，i* 的 特征 第 只 能 是 -1( 因 为 Pt 上 不 存 在 系 
纯 微 分 )。 其 1*0 = -s， 这 就 证 明了 我 们 的 断 首 . 
现 设 91,92EC, 使 得 fC91) = (92)。 将 证 91=49z。 若 41.492 之 
中 有 一 个 为 了 ?， 则 : 
f(41) = f (949:) = co。 
收 9=4g=p。 所 以 以 下 可 假定 41,9: 部 不 是 P。 我 们 有 
f (9 =[1,x(9):.y(9) 1 
f(92) = 1 ,xX(49).y(92) 。 
由 二 /C91) =f(9;)， 豆 
X(41) = xX(42), y(41) = y(92). 
假若 91 计 42， 虽 x(90) = xX(92) 意 味 着 1(491) = 4:， 因 此 
J*Y(91) = y (92)., 


但 又 有 
V9) = ~ Yy(91) = ~ y(92), 
故 
yq92) = — yy(42), 
即 有 


y(q2) = 0。 
但 (yo=pPit+pz+pa、， 所 以 4s=P1 或 ps 或 na3。 于 号 
q1 = 1(42) = 92。 
这 与 91==gz 子 后 。 这 就 证 明了 了 是 单 映射 。 
第 四 步 ” 现 证 
ACC) = ( 


和 


这 里 的 C “表示 第 二 步 的 末尾 所 定义 的 三 其 曲线 。 
我 们 知道 ,不 可 约 的 平面 代数 曲线 是 连通 的 。 显 然 ,C 的 仿 
射 方程 
gx =0 四 
之 请 是 下 可 的 到 项 起， 项 以 57 是 椒 可 约 代数 湖 线 ， 因 而 如 连 
通 的 。. 。 本 
另 一 方面 ，C 的 紧 致 性 保证 fC) 是 紧 臻 的， 内 而 70) 是 半 
的 。 但 的 双 纯 性 又 保证 CC) 在 C' 中 是 开 的 ， 故 了 CC) 在 C' 中 
诫 开 又 闭 。 而 C7 是 连通 的 ， 所 以 J(C) = C07。 
第 五 步 证明 C 是 光滑 的 。 直接 计算 可 以 验证 这 一 
C0/ 的 射影 方程 为 
P= E00€2)2 Fr a CE tr) Ct ago- 0。 
我 们 有 
oF 
ei = (Est a ~ oe) CF! ~ od?) 
as — ag) CF1 abo) 
+ aal(t! ~ ae) Ct! ast'), 


BF | 
BEi= — (£1 ~ ast) CF! 一 asg0) 
— Et a CF! asto) 
一 (8 -. Aa) CE! 一 Got07， 


F 
2 = 2 0。 


Qi 


oF .. 
车 FerCi = 1,2,3) 均 为 雪 ( 由 Euler 公式 ， 也 有 Ff =0)， 则 
28og2 = 
故 2 = 0, 
将 此 式 代 太 已 = 0， 即 有 
(81— aéo Ee!— A EL! ~ asto) = 0。 
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站 起 去 哆 二 个 因 放 去 少 有 一 个 为 需 。， 普 只 有 -个 为 车 ， 则 与 
6F 
ba . 
了 矛盾; 车 有 两 个 以 上 为 走 ， 则 &0=2!1=0( 这 因为 41 ,42,daa 斋 荐 不 
同 )， 代 大 


知 二 =0， 革 有 


而 这 是 不 可 能 的 。 这 就 证 明了 C “的 光滑 性 。 
以 上 五 个 步 又 完成 了 命题 2.1 的 证 明 。 | 


835 典范 映射 


以 下 几 汗 我 们 将 讨论 元 格 大 二 1 的 上 紧 Riemann 面 。 本 节 进 
行 一 些 - 般 性 的 讨论 ， 以 下 几 节 分 别 进行 具体 的 研究 。 
我 们 知道 ， 一 般 讲 来 ， 从 一 个 紧 Riemann 面 到 1 维 射 影 空 
间 P" 的 映射 可 能 有 很 多 种 ,但 是 对 所 有 亏 格 9 之 2 的 其 Riemann 
面 ， 都 存在 着 一 个 从 它 到 Ps ! 的 特殊 形式 的 全 纯 上 映射， 这 就 是 
所 谓 的 “上 典范 上 映射”. 
定义 3.1( 典 范 映射 ) 设 C 是 一 个 喜 格 为 9 之 2 的 紧 Riemann 
面 ，{wl， .是 OICC) 的 一 组 此 。 则 映射 
vx: C 一己 1， 
P Ifor(Cp)，…，Og(P7]， 
称 作 C 上 的 典范 映射 。 1 
注 记 3.2 这 定义 的 确切 含意 为 ， 如 果 为 点 附近 的 局 部 
坐标 ， 设 在 P 点 附近 
Wa = fl2)dz (0=1,..9), 
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如 
PrP) = [fi(z(p))，… ,fy zp)) 1], 

习题 3.1 证 明 yx(p) 的 上述 定 义 与 p 点 附近 的 局 部 坐标 选 
取 无 关 。 

注 记 3.3 应 该 指出 ， 定 义 3.1 是 合理 的 ， 也 就 是 说 ， 对 任意 
PS C，w(p),…，,osg(P) 不 全 为 需 。 事 实 上 ， 如 果 对 基 个 PE C， 
op)=0(Ya=1…9)， 则 2Cp) =QIC)， 故 

1(p) = dim 人 IC) = 9。 
由 Riemann-Roch 定理 ， 有 
((p)=1-g9+g9+1=2, 
这 意味 着 乡 (p) 中 存在 一 个 非常 值 的 牢 纯 画 数 户 三:(co)=P 
故 . - 
deg f=1,。 
和 
.f/f:C-» Pi! 

是 一 个 同 构 。 但 C 的 亏 格 9 沁 1， 而 P1 的 写 字 格 为 起 ， 隆 盾 。 

典范 映射 具有 以 下 性 质 ， 

命题 3.4 vx 是 非 退 化 的 。 

证 明 假设 9x 是 退化 的 ， 则 存在 jeE Co = 1,2,%,9)， 7 
个 全 为 需 ， 使 得 对 所 有 的 PE C， 都 有 有 


Sz (7) = 0。 1 | 

于 是 四 
Baw =0. 

这 与 {01,…,w9} 是 21(C) 的 菇 予 盾 。 | 

命题 3.5 如 果 

px (Pp) = yk (9). 

其 中 p,9E€ C，p 记 9， 则 存在 从 C 到 PP 的 区 数 为 > 的 全 纯 觅 射 ， 
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证 明 *Yx(8) = Zk(4) 意 味 着 
wo(pP) =4ov(9) (a=1,...,9), 
菇 中 0 二 4CC。 取 人 =p+g ,我 们 来 计算 iCD)， 
首先 ， 我 们 有 
QD) = 只 ICp)。 
事实 上 ， 对 任 SEE9I(CC)， 车 
w= > Wow (2=1,.,9), 


oo=1 


其 中 mw 和 EC， 出 


OfP) = 1 > Yo， (py=0 
=] 


9 
> 了 Ho (p=0 
T=1 


> wv(q9) = 0。 


所 以 Qi(p) = QICp + 9) = OCD)。 为 计算 i1CD)， 只 要 算 iCp)， 

考 讲 以 和 4,… ,hg 为 变数 的 线性 方程 

HP) + htwap) Fo + hgwg (Pp) = 0, 
由 注 记 3.3 可 知 w,(p) (a = 1,…,9)》 不 至 为 雾 。 故此 线性 方程 有 
9 一! 个 线性 无 关 的 解 。 因 而 
i(D)=i(p)=g9—1. 
对 =p+g 应 用 Riemann-Roch 定理 ， 有 
1D)=2-g+(9-1)+1=92, 
故 存在 非常 值 的 守 纯 画 数 fEZCD+9), 视 / 为 由 C 到 PP! 的 委 纯 
映射 ， 则 
f/f"1(c0)=p+gq 
(co) 不 能 只 是 一 个 点 P( 或 9)， 否 则 有 CsPl， 这 与 gz ， 于 
盾 )。 故 
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degf=2. | 
对 于 亏 格 大 于 1 的 紧 Riemann 面 ， 根 据 是 否 存 在 由 它 到 P! 的 
二 次 人 至 纯 了 映射 ， 可 将 这 些 曲面 分 为 两 大 类 。 
定义 5.6 气 格 大 于 1 的 紧 Riemann 面 C 称 为 超 椭 圈 的 ， 如 
果 存 在 一 个 从 C 到 P! 的 二 次 至 纯 映射 ， 否则 称 C 为 非 超 枉 图 
的 。 
下 面 我 们 先 考 虑 非 超 椭圆 的 紧 Riemann 面 上 的 典范 映射 . 
超 椭圆 的 情形 将 在 下 一 节 中 详细 讨论 。 
定义 5.7〈 典 范 曲线 ) 设 C 为 亏 格 9>2 的 非 超 椭 图 的 紧 
Riemann 而 |， 
Pk: C-»P?-i 
是 典范 上 映射 。 则 | 
Px CIP 
称 为 典范 曲线 . 
在 此 定义 中 可 将 9 之 2 改 为 0 宇 3， 因 为 在 本 章 § 5 中 将 证 9 =2 
的 紧 Riemann 面 都 是 超 椭 加 的 . 
命题 3.8 如果 C 是 非 超 椭 丽 的 紧 Riemana 面 ， 则 C 上 的 典 
范 上 映射 pr 是 单一 的 ， 而 且 pk(C) 是 光 清 的 。 
证 明 ”命题 3.5 意 味 着 ok 是 单一 的 。 
为 证 明 px(C) 是 光滑 的 ， 我 们 只 {要 证 PK 是 光 清 映射 (因为 pr 
是 单一 映射 )。 本 四 
设 PEC。 在 命题 3 .5 的 证 明 过 程 中 已 证 过 
dim Q1(p) =g- 1, 
现在 我 们 斯 车 
dim 0Q1(2p)=g9—2, 
事实 上 ， 设 z 为 p 点 附近 的 局 部 坐标 ，20p) = 0， 则 在 p 点 附 
近 有 
w= fo(2)dz (a= 1.* ,9), . 
这 里 ;bp 同 以 前 … 样 ， 表 示 01CC) 的 组 菇 ,对 任意 
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wm 22p)， 该 
gy 
0= Shawe, 
a=1 
其 中 4。€E CCa=1,…,g)。 则 有 


9 
D170) = 0， 
六 .714(0) = 0。 
a=1 


故 只 要 证 这 两 个 以 4.(a = 1,… 9) 为 变数 的 线性 方程 线性 无 关 。 
假若 不 然 ， 则 
0Q1(p) = Q1(2p)., 
由 Riemann-Roch 定理 ， 有 
!(2p) =2-g+(9-1)+1=2。 | 
因此 在 (2?) 中 存在 非常 值 的 后 纯 画 数 f 以 Pp. 为 二 阶 极点 (f 不 能 
以 p 为 一 阶 极 点 ， 否 则 有 CP!, 与 g 之 2 矛盾 )。 视 了 为 由 C 到 
天 :的 映射 ， 则 : . 
deg / = 2， 
这 与 C 是 非 超 机 加 的 相 矛 盾 . 这 就 证 明 了 我 们 的 断言 。 
所 以 我 们 有 | 
Tim(QUCY OP) = dim(Q(p)/Q1(2p)) =1 
以 及 
dim Qi(2p)= 9 — 2, 
因此 我 们 可 以 选择 Q1CC) 的 基 ol,… ,wg， 使 得 在 Pp 点 附近 有 
Wi = dz, 
[ha 
Ws = 22h (2)d2z, 


Wg = 22ho (2)dz, 


其 中 h(a =2,.,9) 均 为 至 纯 历 数 ， - 生 . As(0) 0。 于 是 在 p 点 只 
近 有 
PkCZY = 《1 ,Zh (2) ,zh C2), be ,22hog (2)), 
注意 到 
d(Czh 
2 | .=h(0) 寺 0， 


即 知 在 p 点 px 是 光滑 的 。 由 Pp 点 的 任意 性 即 知 pg 是 光滑 映射 。 | 


$ 4” 超 椭 加 的 紧 Riemann 面 


超 椭圆 的 紧 Riemann 面 与 $2 中 所 讨论 的 亏 格 为 1 的 紧 
Riemann 面 有 很 多 相似 之 处 。 

命题 4.1 任何 超 椭圆 的 紧 Riemann 面 都 可 表 成 一 条 次 数 为 
29+2 的 平面 代数 曲线 ， 其 中 g 是 此 Riemamna 面 的 革 格 。 

证 明 设 C 是 亏 格 为 9 的 超 椭圆 的 紧 Riemann 面 。 类 似 亏 - 
格 为 1 的 情形 ， 我 们 将 构造 由 C 到 P? 的 至 纯 上 映射 了， 使 得 AO) 

是 一 条 29 +2 次 代数 曲线 。 
由 于 C 蚌 超 椭圆 的， 所 以 存在 由 C 到 P! 的 一 次 全 纯 映 射 
Xx: CC 一 Pi- 


受 尺 为 x 的 分 歧 因 子 ，。 根据 Riemann-Herwitz 公 武 ， 有 
degR= 2(2+g9-1)=2g9+2, 
由 于 xz 是 二 欢 的 ， 所 以 丸 中 各 点 的 系数 只 能 双 为 1， 故 
R=p,+p2at+ +pos+o > . 
其 中 4p 庄 为 C 上 2g + ?3 个 互 不 忆 同 的 点 。 设 - 
XT!(00)=p+9, 
Xpi) = a (1= 1,2,.,29+ 2), 
则 x 的 形象 如 图 4.2 所 示 。 
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如 间 g=1 的 和 情形， 我 们 定义 C 上 的 对 合 陕 射 
J C 一 C， 
91 | 92， 
其 中 90 为 已 :中 同一 个 点 在 xx 下 的 两 个 原 象 。 易 知 
72=1， TEAut(C)。. 
荔 虐 产 在 21CC)7 上 的 作用 。 出 于 
CICC)=C27， 
改 产 可 视 为 C?″ 上 的 二 阶 线性 变换 。 六 的 特征 值 为 1 或 -1。 但 
如 果 此 特征 人 秆 为 1， 则 C 上 的 任 - -全 纯 微 分 将 诱导 出 Pi 上 的 一 
个 全 纯 微分 ， 而 这 是 不 可 能 的 。 故 有 
1*:. Qi1(C) 一 01CC)， 
W > 一 和。 
现 取 
D=(g+1)p--(g+1)9€ DivcC)., 
对 任意 woE 01(C)， 有 
deg(%) =29 - 2<deg D. 
故 (w) 不 能 大 于 D， 所 以 1CD) = 0。 由 Riemann-Roch 定理 ,有 
CD)=(2g9+2)-g+1=g9+3,。 
因此 
2D)=C':, 
由 于 <Cp)=x(9) = coe， 抽 


1(D)=D, 

所 以 7 可 以 视 为 (CD) 上 的 一 个 线性 变换 。 但 71?=1， 故 产 的 

特征 值 只 有 土 1。 以 CD)+ 和 名 (D)- 分 别 表示 7* 的 属于 特征 值 
1 和 -1 的 特征 子 空间 ， 则 

2(D) = 2DTOLD)-, . 
注意 到 多 (D)+ 中 任 -全 纯 画 数 都 可 分 解 为 x 与 P! 上 的 一 个 有 理 
画 数 ( 即 牢 纯 画 数 ? 的 复合 , 且 基 极点 只 能 是 Pp 与 9 ,极点 的 阶 不 超 
过 9g+]1， 因 此 ， 视 1,x,x2,…,x?+l 为 C 上 的 补 纯 曾 数 ， 则 它们 
构成 2(CD)+ 的 一 组 基 ; 故 : : 
dim ZZ (D)+=g+2, 
但 !LCD)?=9+3， 故 
dim 2e(D)-=1。 
了 即 存 在 和 纯 阔 数 yE 2 (D)， 使 得 
(y= —y, 
我 们 断 音 

: = cg(x), 

其 中 cEC, :ce 二 0， 并 且 
g(xX) = (xX— a Xa x + ad,g+2), 
事实 上 ， 我 们 只 要 上 比较 (y’) 与 (g(x))}。 由 于 
ODD= YY 1TCpD=PpPi (=1,2,.,29+2), 


故 
ypPi) = — ypPi), 
因此 
ypPi) = 0， 

献 - 

29+2 

deg(y) o> deg 2D) Pi= 29+2. 

i=1l 

但 


deg(y)o = deg(y).. <degD = 2g+2, 


deg(y)o= deg(y)-=29+2。 
所 以 


29+2 


(yo = SP (y= D. (4.1) 


再 计算 Co ))。 在 PP 点 附近 ， 设 > 为 局 部 坐标 ，=(CP) =0。 
由 于 x 的 局 部 次 数 是 1， 故 
x 2) 
2 
共 中 色 源 全 纯 画 数 ，h4C0) 态 0。 在 4 点 附近 亦 是 如 此 ， 故 
(x-ai)s=p+9 (i=1,2,..,29+2)., 
所 以 | 
C9(x)), = (29 + 2)p + (29 + 2)9=2D, (4.2) 
在 任 一 Pi 附近 ， 设 zi 为 局 部 坐标 ，21(7;) = 0。 则 
XxX-ad;=2?h;(21), : 


其 中 hy 合 纯 ，hiC0) 半 0。 故 
29+2 29+2 


(g(xX))o = .27:2 oP . .(4.3) 


由 (4.1),(4.2) (4.3) 式 立 见 
(Cy) = (g(x)), 
所 以 yrY/g(x) 是 C 上 的 全 纯 画 数 ， 必 为 常 值 画 数 ， 即 有 


y= cg(x), 
其 中 cE C，c 夺 0。 我 们 以 y/w e 代替 y， 则 得 芭 
= g(xX), 
现在 定义 映射 
f: C ~>P?, 


t i>[1l,x(t) ,y(t)] 
Ch 4 ->»[0,0,11), 


dr 


兮 
C= {yg(x) =0}U {C0,0,1]), 
则 上 面 的 过 论说 明 /(C) 二 C“，C' 为 2g + 2 次 代数 曲线 ， 
. 用 2 中 对 g = 1 的 情形 所 采用 的 方法 容易 证 明 ， 在 CN\fp .9 
上 7 是 单 -的 (此 结论 与 9 = 1 的 情形 有 所 不 同 )， 日 
/CC) = C' 

经 交接 计算 可 以 发 现 ，C’ 在 ca- {[1,x,yje P?} 上 是 光滑 
的 ， 但 在 点 [0,0,1] 是 奇异 的 (这 是 g>2 的 情形 与 9- | 的 情形 的 
重要 区 别 )。 | 

注 记 4.2 反 过 来 ， 任 意 给 定 29 + 2 个 两 两 不 同 的 复数 a 
Ca 然后 合 | 


29:2 3 
C -= 上 TI Cx -a;) =0] ULo,0, cp, 
i=1 


则 C “的 正则 化 C 就 是 一 个 却 格 为 g 的 超 椭圆 的 紧 Riemann 面 . 
下面 我 们 借助 命题 4.1 的 证 明 过 程 中 的 两 个 个 纯 丽 数 x,y， 给 
出 号 烙 为 g2 的 超 椭圆 的 紧 Riemann 面 上 的 典范 映射 以 个 人 
美的 分 解 形式 。 
dx Xdx X2 -Idx 


命题 4.3 = 了 了， V2 = 8， ""» Wg= 7 


-构成 Qi(C) 


的 一 组 基 ， 这 里 的 C,x,y 的 含意 见 命题 4_1 及 共 证 明 。 
证 明 ou ws…,ov 在 5 上 线性 无 关 是 显然 的 。 故 只 要 证 它们 
都 是 又 纯 微 分 。 为 此 ， 只 要 考察 (oo)(a = 1,2,…,g)， 我 们 有 
(ov = (X71) + Cdx) ~ Cy). (4.4) 
先 考 应 (x)。 设 x-10)=p’+qg =D ， 则 
(x°"1), = {a— DD’, 
例 D* =p+gq， 删 
(XT = (C0— DD*, 
所 以 | 
(XD) = a- DD’ -Ca— 1D*, (4.5) 


148 


再 来 计算 (dx)。 这 只 要 考虑 * 的 分 歧 点 和 极点 。 设 piGi = 1， 
2,"…,29 +2) 附 近 的 局 部 坐标 为 zi， 
2i{Pi) = 0。 
则 XxX- ai=2?hi(2i), 
其 中 hi; 公 纯 ，h;(0) 记 0。 寺 是 
dx = 22ihi(2i) dz + 22h’i C21) di 
= 2i(2h;i (2;) + Zih! C21)) dzi, 


故 dx 以 pi 为 一 阶 需 点 . 、 
在 p 点 附近 的 局 部 坐标 记 为 了 >， 


2(P) = 0。 
在 P+ 上 无 旁 远 点 附近 选取 通常 的 局 部 坐标 4, 即 有 u 二 1/*. 我 们 有 
u= zh(z), 


其 中 h(z) 双 纯 ，hC0) 二 0。 于 是 - 
a du (hh(2)+ Zh’ (2))dz 
二 一 2 一 一 zh (2)? 、 . 


由 于 


(h(z) + zh’ (3))|z0 0, h(x)’| so0 寺 0, 
所 以 dx 以 Pp 为 二 阶 航 点。 4 点 附近 的 情况 与 p 点 相同 ， 故 


29+2 | ;i 
(dx) = 2 pi1-2D*. (4.6) 
至 于 (y)， 在 命题 (4.1) 的 证 明 过 程 中 我 们 已 经 计 算 过 ( 见 
(4.1) 式 )， 


29+2 


(y) = pi- (9+ DD*, (4.7) 


由 C4.4), (4.5), C4,.6), (4.7) 式 即 知 
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， + 国 : 29+2 .., ，， 
(0) = (0- DD’ ~- (a- DD*+( 2 p71-2D* ) 


-( > pi-(g+DD*) 
= (a DD + (g -0D*, 

由 于 1<ag， 玫 a -1 之 0，g -4 之 0。 所 以 ow。 都 是 至 纯 微分 。 
在 命题 4.3 中 给 出 的 01(C) 的 这 组 基 下 ，C 上 的 典范 映射 具有 
常 简单 的 表达 形式 : 

gr C 一己 ? 1 ” 
t >L1, xb », XY 1. 
因此 ，9xk 可 以 分 解 如 下 图 表 ; 


me 


Pp9-! 


其 中 
7 Pi-» Pe-1, 

Xx I> [1, XxX, X94-17 
恰 是 我 们 所 郊 知 的 典范 有 理 映射 。 


注 记 4. 4 上 面 的 这 个 分 解 意味 着 C 被 
{ Cai, ae。 azg42)} | : 
在 Pi 的 线性 同 构 下 划分 的 等 价 类 唯一 决定 。 这 里 的 “等 价 类 - 
的 确切 含意 为 ， 对 
《aly aa 0, dsg42), (bi,b,, bags) EC29:2, 
车 存在 4,b,c,dE.C， 满 足 ad -bc 二 0， 使 得 ， 
aa: +b 
CCi +d™ 


bs (i= 1,2,%% ,29+ 2),. + 
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则 称 人 Cai.aa,… ,asors) 与 (bba…,bsors) 属 于 阅 一 等 价 类 。 注 
意 到 上 述 的 a,b.c, 4 改变 同一 个 倍数 并 不 影响 此 线性 同 构 , 故 无 妨 
假定 其 中 一 个 是 国定 不 变 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 大 赂 地 说 :， 亏 聊 为 
9 之 2 的 超 椭圆 的 紧 Riemann 面 的 个 数 为 


aozgt+2-3 一 oo29-1 


《这 里 应 用 了 注 记 4.2 的 结果 ) 


§5 却 格 为 2 的 情形 


命题 5.1 却 格 为 2 的 紧 Riemann 面 都 是 超 椭 鲍 的 。 
证 明 设 C 是 亏 格 为 2 的 紧 Riemann 面 。 根 据 命 题 3.5， 只 
要 证 明 C 上 的 典范 映射 pk 不 是 单一 的 。 
事实 上 ， 如 果 gx 是 单一 的 ， 则 gx 的 分 歧 因 子 为 老 ， 故 
deg R= 0。 5.1) 


另 一 方面 , ?x 单一 意味 着 deg wk = 1。9r 是 由 4 到 产 的 仿 纯 映射 ， 
由 Riemann-Herwitz 公式 ， 有 . 
deg R=2(2+1-1)=4, 


与 (5.1) 式 矛盾 。 1 
采用 上 一 节 的 记号 ， 即 x 表示 由 C 到 P! 的 二 次 全 纯 映射 ， 


y? 一 TTCx-an, 
i 二 1 


其 中 al …，as 为 互 不 相同 的 复数 
dx xdx 


1 三 一 Ws 三? 


y y 


则 有 
pk: CP, 
t=[o, we] = [1, x2)]. 
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$6 亏 格 为 3 的 情形 


在 给 出 亏 格 为 3 的 紧 Riemann 面 的 刻 划 之 前 ， 我 们 先 做 些 一 
般 性 的 讨论 .。 , 

定义 6.1( 超 平面 截 只 ) 设 C 是 P' 中 一 条 光滑 的 代数 曲 线 ， 
天 是 由 方程 1 


.> LW- Pt! =0 


所 定义 的 己 * 中 的 一 个 超 平面 ， 且 刀 中 不 含 C 的 任 一 不 可 的 分 支 . 
则 C 的 超 平面 壕 品 是 扣 依 下 述 步 记得 到 的 Div(C) 中 的 :个 元 
素 ， 取 一 个 一 般 的 线性 丽 数 

LO Be 


《所 谓 L(8 ) 是 一 个 一 般 的 线性 丽 数 ， 意 为 : 
{L’=0NCN{L=0 oil 1 HM: 
为 密集 )， 则 4 时 ; 


L 也 
- K Pp nn > 一 
EKCPY), | 


C 的 超 平面 藏 口 ( 记 为 月， C) 却 为 了 7| 在 C 上 的 至 部 澡 点 ( 重 数 
考虑 在 内 )， 即 


.H.C=(- 


直观 看 来 ， 即 
及 .C=CN{LG) =0} ( 重 数 考 虑 在 内 ).。 
定义 6.2 (曲线 的 次 数 ) 设 C 为 P" 中 的 一 条 光滑 曲线 ， 则 
152 


称 deg (H。C0) 为 C 的 次 数 ， 记 为 deg C。 
泽 记 6.3 ”此 定义 是 合理 的 , 即 
deg C=deg (H.C) 
与 超 平面 五 的 选择 无 关 。 事 实 上 ， 若 再 有 超 平面 
H, = {LC2) 二 0}， 
则 


deg (H, .+ C)= deg( 六 | )， = deg( 7 


) =aeel 17|.). 


) = deg (H.C)., 
c/o 


一 deg (7 


注 记 6.4 当 ? = 2 时， 万 是 P? 中 不 含 C 的 不 可 约 曲线 分支 
的 直线 。 由 Bezout 定理 ， 即 知 这 里 的 曲线 欢 数 的 定义 和 以 前 平面 
曲线 次数 的 定义 是 一 致 的 ， 

在 下 面 的 命题 中 以 及 以 后 ， 我 们 将 把 亏 格 g 之 1 的 非 超 椭圆 的 
紧 Riemann 面 与 它 在 典范 映射 下 的 象 一 一 典范 曲线 等 同 起 来 ， 即 
认为 此 上 曲面 是 P*-! 中 的 一 条 光滑 曲线 。 这 样 做 的 理由 是 此 时 的 
典范 映射 是 单一 的 (参见 命题 3.8) 。 

命题 6.5 设 C 是 亏 格 为 g 的 典范 曲线 ， 则 


deg C=2g9—2, 
证 明 设 wvos…yos 为 OKC) 的 一 组 基 ， 则 
C= {Lop Og}. : 


根据 超 平 面 截 口 的 定义 ， 有 
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沪 
SW 


五 .C=ipccl 一 | =0l 


Se |, 
zi 一 人 


gg-—1 
之 ,ioi(P) 


S10n) 


其 中 s= Bio 显然 6€ 21C)， 帮 (4)。= Co)。 所 以 

| H 。 C= Cw), Tu 
于 是 | 
， - deg C=deg(H: C= deg (wo)=2g9-2. 1 

有 了 上 面 的 准 乱 ; 我 们 很 容易 证 明 下 面 的 命题 . i 

命题 656， :过 格 为 3 的 要 范 曲 线 是 光滑 的 四 区 下 面 代 ; ey 曲 
线 。 

证 明 结论 中 的 < 光滑 性 > 已 证 过 ( 见 命题 3.8)。. . 再 由 上 面 
的 命题 ， 有 

| ,deg C= 29-2=2x3-2=4. | 


注 记 6.7 我 们 可 以 说 ， 几 平 所 有 的 亏 格 为 3 的 紧 家 iomana 
面 都 是 典范 曲线 。 这 可 以 由 下 面 的 讨论 来 说 明 . 
首先 ， 我 们 指出 几乎 所 有 的 四 次 齐 区 方程 
Feoe55e2) =0 
给 出 的 平 看 代数 曲线 都 悬 光滑 的 。 事实 上 ， 以 ,81, 人 为 变数 
的 四 葡 齐 次 方程 的 各 项 系数 组 成 一 复 射影 空间 ， 共 维 数 为 沽 元 四 
次 单项 式 的 个 数 减 去 1， 即 


G4 


Ce 
而 这 样 的 名 数 曲 线 是 麻 蜡 的 当 且 仅 当 以 5",8',8? 为 变 元 的 方程 组 
OF 
| 二 = 0， 
AF. 
、 oF 
. BE =0 


有 非 熙 解 ， 所 以 这 些 政 的 系数 应 满足 一 组 代数 方程 。 这 些 系数 组 
成 PL 的 低 维 子 流 形 ， 故 我 们 指出 的 事实 是 其 的 . 

共 浆 ， 由 于 P? 上 的 线性 同 构 的 集 阵 是 3x 3 的 可 北方 阵 ， 这 
些 方 阵 构成 Ps 的 子 集合 (事实 上 ， 几乎 等 于 PD.- 因此 ， 我 们 可 
以 说 ， 光 滑 的 四 文平 面 代数 曲线 的 个 数 为 01 = oo05， 

最 后 ， 由 亏 格 念 式 易 知 ， 所 有 的 兆 少 四 式 平面 代数 昌 线 的 所 


客 9 都 等 于 3， 即 


DD ano 


而 其 中 ( 亏 格 为 3 的) 超 椭 贺 的 紧 Riemann 面 至 多 只 有 


co29-1=oco2x3-1 二 oo5 
( 见 注 记 4.4)， 所 以 亏 格 为 3 的 典范 曲线 有 coo’ 个 。 这 就 说 明了 
几乎 所 有 的 亏 格 为 3 的 紧 Riemann 面 都 是 典范 曲线 。 . 


$7 翅 格 为 4 的 情形 
为 研究 号 格 为 4 的 紧 Riemann 面 ， 我 们 还 需要 做 些 一 能 性 的 


讨论 。 


设 C 为 P" 中 一 条 光滑 的 代数 曲线 。 
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= {8° =0}), 
取 


D=H.CEDivC). 
我 们 知道 田 CKD) 以 及 CL8*, 5 …,$"] 都 是 分 次 环 ， 设 


Fr《$) 为 CL&?,81,…, "中 的 次 齐 次 多 项 式 。 定 义 


: F 
"CF = | e zkD)。 


将 7 进行 线性 扩张 ， 易 验证 它 保持 分 次 乘法 ， 所 以 7 是 分 次 环 同 
态 


rm CL Fe, "> ® 2(kD)。 


是 典范 曲线 ， 则 7 是 满 映射 (这 个 结果 我 们 在 这 里 不 给 
i 人 P.Griffiths 著 Principle of Algebraic 
em 第 253 页 Noether 党 理 )。 

是 亏 格 为 9 的 典范 曲线 。 用 S* 表示 C[Leo, 6 ,2 一 口中 
天 开光 贡 二 Abel 群 。 沿 用 上 面 的 记号 >， 命 


. rk=r|srt。 
则 rps S+—>FD) 
是 Abel 群 同 态 。 我 们 有 
FC) F(w, ,wg) 


reCFkCe) = | = 


k 乡 
Wl 


其 中 ,eg 为 CC(C) 的 基 。 比 式 右 端 的 含义 为 ,车 


人 
Fr = - CE ii 0g2， 
二 1 a" 
则 . 
i 
天 (ol，。 ;Wg) -mA\ 0 ? /Vg “9 
wr 一 ai, ip 忆 包 1， 里 
1 11t"+ig=t 1 
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族 rkCFk(D))E 2(KD7， 其 中 局 = (ol)。 
合 六 =kerrk。 由 于 此 时 kx 是 满 射 ， 夏 
dim 7 = dim S+ ~ dim .2 (KDD) 


= dim S* -1CkKD), 《7 .17) 
其 中 的 dim 表 示 作 为 复数 域 上 的 线性 空间 的 维 数 。 
我 们 断 半 
1(D) = 9， 


LKD)= C2K-1)C9-1) (KK>=2). 
事实 上 ,我 们 有 iCD) = 1( 这 因为 ,车 o€ 01KD)，w 硅 0, 则 (w) 关 DD， 
但 

deg(w) =2g—2= deg D， 

故 (o) = DD= CD， 所 Doyw 是 C 上 的 全 顷 画 数 ， 必 为 镇 豆 数 . 
因此 0 与 0 线性 相关 )。 当 KE>>2 时 ， 
i(KD)=0 
(这 因 为 deg KD =K(29 -29， 但 任 一 难 纯 微分 的 因子 的 次 数 为 
29 一 2， 玖 >2 时 在 Q1CD) 中 无 妈 纯 微分 )。 再 对 = 1 及 Kk 之 2 的 
两 种 情形 应 用 Riemann-Roch 定理 ， 即 可 证 实 我 们 的 断 首 为 算 ， 
注意 到 


dim $+ =( K+g-1 )， 


9 一 王 
由 (7.1) 式 就 有 
dim T=( +07) )- Ck- Deg -85), {7.2) 
共 中 
0， 当 k=1， 
-| 1 >1. 


有 了 上 面 的 一 般 性 的 讨论 ， 我 们 可 以 证 明 本 节 的 主要 结果 
了 。 
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命题 7.1 亏 格 为 4 的 典范 晤 线 是 中 -个 二 闫 曲面 和 三 头 
曲面 的 交 。 1 
证 明 设 C 是 苇 格 为 9=4 的 监 落 曲 线 ， 则 

加 COP rps 

由 (7.1) 式 ， 有 下 列表 。  .、 二 


所 谓 一 个 人 次 齐 次 多 项 式 可 
Fo 人 人， Er 


意 即 


Fi Cw, 04s 00 4) 
| — Vs 


也 就 是 PrCEo ,2 全 ,8 在 C 上 取 慎 为 迁 。 在 上 表 中 
Qim I,=1, dim Is = 5, 
所 以 存在 一 个 二 浆 齐 浆 多 项 式 和 五 个 线性 无 关 的 三 次 齐 次 多 项 式 
在 C 上 取 值 为 零 。 以 PC,5 姑 ,29) 卖 示 在 C 上 取 值 为 雾 的 二 次 
齐 区 条 项 式 ， 则 中 F SP ee esF 为 四 个 在 C 上 取舍 为 填 的 线 
性 无 关 的 三 次 齐 次 多 项 式 。 因 此 还 应 有 一 个 与 {tiF|i=0,1,2,3} 
线性 无 关 的 三 交 齐 浆 多 项 式 在 C 上 取 值 为 零 ， 记 为 GCE9,8 ,8 
£39)。 设 
8 Ce 合作 = 0), 
= {GE ee2iga) = 0]。 
显然 cconv。 gat Qnr 
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首先 ， 我 们 指出 8 是 不 可 约 的 。 事实 上 ， 假 者 可 约 ， 则 存 
在 一 个 非 平 凡 的 分 解 
FCGD7 = L185) L282), 


由 于 deg 了 =2， 故 
deg LI _deg Ls-1, 
但 严 在 C 上 到 雳 值 ， 故 元 与 L; 中 必 有 一 个 ( 设 为 上 1) 在 C 上 的 


无 穷 多 个 点 上 到 值 为 震 。 所 以 2 Pi(orwswve0 作 为 C 上 的 生 纯 
画 数 在 C 上 有 无 穷 多 个 需 点 ， 而 C 紧 ， 故 


T0108 ;W8104) = 0。 


这 说 明 L1€ 11。 但 由 前 面 所 烈 的 表 知 


dim 六 = 0, 
矛盾 。 
其 次 ， 我 们 来 证 Q 和 汽 有 公共 的 曲面 分 量 。 如 不 然 ， 由 于 
0 不 可 约 ， 此 公共 曲面 分 量 必 为 GC。 于 是 
| V=QUH, 
其 中 互 为 一 次 曲面 ， 即 超 平面 。 合 
H= {L(t) =0), 


其 中 deg 上 =1。 我 们 有 
GE) = FO LG). 

这 意味 着 G 与 goF ,5F ,eaF,eaF 线性 相关 ， 与 G 的 选择 矛盾 。 

第 三 ， 我 们 来 证 明 存在 一 个 超 平面 Ho 忆 P，， 使 得 月 , 门 Q 与 
再 ,my 没有 公共 的 曲线 分 量 。 这 只 要 证 存在 Ho， 使 得 Ho 站 O 不 
可 约 且 . 

HNQ 4 HNYV. 
事实 上 ， 由 于 Qd 中 V， 故 有 点 pEQ 但 PEV。 以 名 表示 Ps: 中 
通过 也 点 的 所 有 超 曲面 的 集合 ， 则 
HE®B > Ene 中 Enrv。 
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由 于 中 超 平 面 方程 形 如 


3 
Slit' =0, 
i=0 


且 这 些 超 平 面 过 点 P， 故 中 超 平 面 依赖 两 个 独立 的 参数 ， 记 为 
4,h( 事 实 上 ， 为 寻找 H。，, 只 需 有 一 个 参数 4 就 够 了 )。 对 
. H=H,,E€ 中 ， 
售 Cn=QN 昌 ， 则 Cy 是 日 上 一 条 二 次 曲线 。 以 T,， 表示 此 二 次 
曲线 的 矩阵 。 我 们 知道 Ca 是 可 约 的 ， 当 且 仅 当 了, 的 秩 为 1 或 
2， 即 det(T,。) = 0。 所 以 我 们 只 要 选取 加 ,ho， 使 得 
det (T :veo)? 志 0， 


大 以 Ho 表示 0,ho 所 对 应 的 B 中 的 超 平 面 ， 则 Ho 就 满足 我 们 的 
要 求 。 
现在 我 们 来 完成 命题 7,1 的 证 明 。 依 前 面 的 讨论 取 定 Ps 中 的 
超 平面 Ho。， 即 Bone 与 HoNV 没有 公共 的 曲线 分 量 。 借 助 P， 中 
的 坐标 变换 ， 不 妨 设 
Ho= {63=0} =P, 
则 HoNQ8 和 ony 分 别 是 P? 中 的 二 次 .三 次 曲线 。 由 Bezout 定 
理 ， 有 | 
#8(CHoN ON HN VD) = deg HN Q) . degCHNVY) 
. “ =2x3=6, 
即 
` 闪 CHN CONVS) = 6。 
根据 曲线 次 数 的 定义 ， 就 有 
deg(QNV) = 6。 
现 设 QNV = G +C’。 注 意 到 
degC=2g9—2=2x4-2=6, 
故 有 deg C' = 0。 所 以 CRY=C。!4 


160 


第 五 章 Abel 定理 及 其 应 用 


§ 1 Jacobi 簇 和 Abel 定理 


设 C 是 一 i 喜 烙 为 9 宇 1 的 紧 Riemann 面 。 我 们 知道 Hi(C, 
Zz) 是 和 为 29 的 自由 Abel 群 . 选择 Hi(C ,2Z) 的 一 组 典范 基 y1， 
yz2,°°** V2g—1?r V2g9» 要 求 : ，; 
yivygri=1l, Yogri* yi= -1 (i=1,.,9), 
其 它 的 相交 数 全 为 需 。 
设 册 ,wg 是 Q1(C) 的 一 组 基 、 对 每 个 yi， 定义 


1 


Ti = : | EC (f= 1,.,29), 


| | 


J 


因为 
dw, =0 (a=1,",9), 


出 Stokes 定理 可 知 
be 


仅 依 顿 于 yj 的 同调 类 ， 所 以 这 些 向 量 是 有 确定 的 意 义 的 。 我 们 
称 这 些 向 量 为 周期 向 量 ， 而 把 矩阵 
HH=( A T2g oxag 
称 为 周期 短 阵 (参见 第 三 章 §2 的 末尾 )。 一 
在 第 三 章 $ 2 中 我 们 已 经 证 明了 下 述 命题 。 
命题 1.1 Fl To 是 R 线性 无 关 的 。 
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柑 据 这 命题 ， 我 们 知道 Ti，… ,XT,g 在 C 中 生成 一 个 格 
A= {Dm [mijEZ }ee.. 


商 襟 间 C?/4 是 一 个 9 维 复 环 面 ， 记 作 1(C)。 
定义 1.2 对 于 紧 Riemann 面 C ， 这 样 作成 的 g 维 复 环 面 
J(C) 称 为 C 的 Jacobi 徐 。 
有 了 时候， 研究 紧 Riemann 面 的 Jacobi 答 . 下 研究 完 紧 Riemann 
面 本 身 要 方便 些 。 下 面 的 问题 就 是 一 个 例子 ; 
人 天 *(C) 表 示 天 (C) 的 非 雳 元 素 乘 法 群 。 我 们 考虑 如 下 的 问 
题 : 给 定 一 个 PE Div(C)， 问 ， 是 否 存在 fe KO), 使 得 


(f=D? 
以 Div"(C) 表 示 同 态 
deg: Div(C) — 2Z, 
DI-> degD 
的 核 。 由 于 
deg(f)=0, 


所 以 上 述 问题 的 一 个 必要 条 件 是 PEDive(C)。 

本 章 的 主要 结果 一 一 Abel 定理 一 一 将 给 上 述 问题 以 完 整 的 
解答 。 

设 4EC 是 一 个 固定 的 点 ，wE 91(C) 是 一 个 侍 纯 微 分 。 对 于 
C 上 的 一 点 了， 考虑 沿 着 任意 一 条 从 9 到 7 的 道路 的 积分 


Ee 
是 然 ， 这 积分 楼 


信 吉 omca 


2 7 、 
是 有 确定 意义 的 。 拨 坟 我 们 可 以 定义 所 请 Abel-Jacobi 隐身 
定义 1.5 对 于 取 定 的 点 9E G，Abel- lacobi 映射 
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2，Diy(C) -一 了 CC) 


定义 为 
| 
全 | 
共 中 DD= 过 wpeprto， 本 
量 热 “十 一 个 癌 态 。 特 别 地 ， 对 于 , 
a -DD= Bp- 局 wspieo， A 
我 人 有 NY 和 


uCD) = 了 
Ee 
并 人 | 
、 i=l 1 1 
， 、 
， \ 
>) 
于 一 卫 2 | 下 
= : | 
| “ | 
D> 『 | 
国 Wy 
i= 9 1 | 


将 要 给 出 的 Abel 定理 告诉 我 们 ,- 对 于 DE Div"(C)， 存 在 
AEK*(C)， 使 得 (1) =DD 的 充分 必要 条 件 是 | 
uD) = 0。 
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实际 上 ，Abel 定理 比 上 面 的 陈述 更 强 些 ， 
定理 1.4(Abel》 同 态 序列 
E 


K*(C)— > Div? (C)— > JC)—>0 
是 正 合 的 (其 中 上 映射 “(”)” 丧 示 取 K*C) 中 的 盾 纯 本 数 的 因 
子 ) ， 即 
Im¢ >) = ker 1 
而 且 4 是 一 个 满 有 映射 。 

洲 记 1.5 虽然 2 的 定义 傅 顿 于 HCC, Zz) 的 典范 基 和 Qu) 
的 基 的 选择 ， 但 是 “uCD) =0” 和 “ma 是 满 映射 ” 这 庙 个 事 尖 却 
与 上 述 基 的 选择 无 关 。 所 以 对 Abel 定理 的 证 明 只 要 在 特别 选 定 
的 基 下 进行 即 可 。 

通常 ，Abel 定理 还 可 以 用 述 光 另 一 种 形式 。 我 们 称 商 群 

Div? (C)/ImcC )》 
为 Picard 签 ， 记 为 PicCC)， 则 Abel 定理 可 以 改 述 为 

定理 1.4 Abei-Jacobi 映射 二 诱导 出 一 个 同 构 

Pic(C) 一 一 CC)。 

我 们 把 Abel 定理 的 证 明 分 成 以 下 三 个 命题 
命题 1.6 Im( )Ckeru, 即 ， 竺 任 一 /EK*(C)， 记 (/) = 
DD， 那么 ”i | 


1 i 区 


xD)=0。 , 
命题 1.7 kerucIm( )， 期， 如 果 u(D)=0, 共 中 DE 
Div*CC)， 那 么 存在 ffE K*CC)， 使 得 
(P=D. 
命题 1.8 4 Div*CC》 一 JKC) 是 一 丰满 射 。 
命题 1.8 通 常 也 称 为 Jacobi 反 演 定理 。 
本 节 将 只 证 明 命题 1.6。 这 个 证 明 比 较 容易 一 些 A 
命题 1， 6 的 证 明 设 地 1 
ffEK*CC), 
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对 于 iE Pi=CU{m},， 伟 
. Ds = f-1(t) € Div(C)., 
显然 . 
D= (有 = 广 !(0) -1-1(o0) = Do- 
我 们 将 证 明 uCD1) = 常 值 (LE P1)。 由 此 立即 得 到 
uCD) =u(Do) -4CD- )=0 
这 就 证 明了 命题 1.6。 
为 了 证 明 xD;) =: 常 值 ， 我 们 考虑 它 的 微 商 


其 中 
- Bim, n=degf. 


对 toE P!， 如 果 广 '(io) 不 舍 f 的 分 歧 点 , 那么 存在 环绕 to 的 
一 个 加 扒 4CP+ 和 分 别 环绕 PiCt0) ，… ,pa (to) 的 1 个 关 鼻 A1,…， 
4nCC， 使 得 对 每 个 7 (7 三 1,°% ,71), 
J: A;—4 
都 是 双全 纯 上 映射 。 这 样 ， 我 们 可 以 取 2Cp) = fp) 作为 4; 的 局 部 
坐标 。 设 在 这 个 局 部 坐标 下 | 
Ww, = h, ; (2)dz, 
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To, = ht). C1: 1 
v9 


另 一 方面 ， 在 pi(D 附 近 ， 按 照 4; 上 局 部 坐标 的 选取 ， 有 


wa _ hj(z)dz 
一 上 zt ?” 


2 LnResy, Fs PE 《1 .2) 


由 (1.1) 及 (1.2) 式 ， 有 


drr;d) Wo 
a Wa -2 1 Ress, 1 (HFEF 


-1 


根据 留 数 定理 ， 我 们 有 


人 
a 4 TI SiResp, op = 0。 


了 一 卫 
用 愉 表 示 了 的 分 歧 点 的 集 各 ， 我 们 已 经 证 明 了 除 有 限 集 ， /KR) 以 
诈 ，uCDs) 关 于 并 是 至 纯 的 ， 而 且 | 


FuCD) = 0。 
- 
显然 ， PINJCR) 是 连通 的 ， 所 以 在 和 PryCR) 工 我 人 1 有 
uCD:) = 三 第 值 。 
根据 Riemann 扩张 定理 ， 就 有 
u(D4)= 常 值 LEPD. 1 


$2 第 三 类 微分 
从 这 一 节 开始 ， 我 们 将 着 手 命 题 1.7 的 证 明 。 但 一 直 要 到 下 
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一 闻 结 束 时 才能 完全 证 明 这 一 命题。 


如 果 
DepDivo(c)， uCD) = 0， 


我 们 要 找 一 个 1fEK*CC)， 使 得 
(1 =D. 
这 是 一 个 存在 性 的 命题 “看 来 证明 将 是 相当 困难 的 。 在 本 节 中 ， 
我 们 先进 行 一 些 分 析 ， 使 得 这 个 问题 变 得 容易 一 些 。 
设 四 
D = Dnini€E Div CC). 
假如 存在 ff€ K*(C)， 使 得 (f) = PD， 我 们 合 


L i CE KOC)). 


?37 
显然 ，9 必须 满足 : | 
a) 《9)- = 少 Jjpi， 9 只 有 单 极 点 ， 、 } 人 

f= 


(2.1) 


ns ” 
b) Resp 9= 3 7 ， 其 中 PE 


c) 人 pEZ. 


: 国 
A 


(2.1) 式 中 6) 成 立 的 原因 是 
-1 df” 
7 Ri) 1 eg DEZ. 
反 过 来 ， 我 们 可 以 证 明 ， 
命题 2.1 如 果 pEKIC)， 满 足 (2.1) 式 。 设 4 为 C 上 一 个 
固定 的 点 。 今 有 


p 
0), 


op -ep 人 (eva 人 


其 中 的 积分 是 沿 不 经 过 ? 的 极点 的 任意 - “条 道路 进行 的 。 则 了 是 
CS 上 的 一 个 结 纯 夯 数 ， 它 满足 


Cf) = Smipi=D 
一 让 


这 里 的 Pi,7 如 《2.1) 式 中 的 a),b) 所 示 。 
注意 :; 根据 留 数 定理 


即 DPeEDive(C) 
证 明 任 给 从 4 到 ?的 不 经 过 ?9 的 极点 的 两 条 道路 ， 以 “ 


人 和 
分 别 表示 沿 这 两 条 道路 的 积分 。 由 于 ?9 满 是 〈2.1) 式 ， 所 以 
人 风 一 全 9 等 于 一 个 整数 ， 即 (, 9 (i= 1 ,29) 与 ni Ci=1， 
…,k). 的 整 系数 线性 组 侣 。 故 
ce (i) 


即 1(p) 的 定义 与 由 4 到 Pp 的 道路 的 选择 无 关 ， 所 以 /Cp) 是 C 上 
的 一 个 画 数 。 

由 于 9 满足 (2.1) 式 的 a2)， 所 以 除了 piG = 1 是 在 
C 上 是 双 纯 的 。 而 在 pi 附近 ， 设 z 为 局 部 坐标 ，z(pi) = 0， 则 


?9) = 7 二 az 
其 中 kz) 是 全 纯 的 。 在 Pi 的 邻 域内 取 定 一 个 点 PoCpo 守 疝 六 设 - 


2(po) = 20, 
则 
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f(z) = exp(2 2 一 1Tr 人 人 


= exp(2 -1 


+ Fn + 人 cao) 


=cz"iH(z), 
其 中 


Cd) 
为 非 老 常数 ， 
H(z) = exp 2 vv-ixf hz)dz) 
为 非 雳 全 纯 夯 数 。 由 此 即 知 
D= Dnp,=p. | 


根据 这 个 命题 ,命题 1.7 的 证 明 就 妇 结 为 构造 一 个 满足 (2,1) 
式 的 第 纯 微分 PE 天 (CC)。 
定义 2.2 如果 wEK'C) 至 多 只 有 单 极点 ， 则 称 op 是 一 个 
第 三 类 微分 ， 对 任意 的 p,qgE C，p 二 9， p=9pe EKiCC) 被 称 为 
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| 


是 一 个 第 三 类 的 初等 微分 ， 如 果 
(yp)e=p+4 
并 且 
Res = 可 7 二 本 部 ， Res,y = -7 
显然 ， 对 于 取 定 的 Pp,# EC，p 夺 9， 第 三 类 的 初等 微分 p = 
95v 在 允许 相差 一 个 全 纯 微 分 的 意义 下 是 瞧 一 确定 的 。 此 外 ， 第 
三 类 初等 微分 的 线性 组 合 是 一 个 第 三 类 微分 
满足 (2.,1) 式 的 9 是 一 个 第 三 类 微分 。 为 构造 这 样 的 微分 ， 
我 们 首先 证 明 一 个 关于 第 三 类 初等 微分 的 存在 定理 。 
定理 2.5 对 任意 的 p,gE C，p 夺 4， 存在 一 个 第 三 类 初等 
微分 9=p,。E KiC(C)， 使 得 
| (9) =PDt4, 


并 甩 
Res,p = 1 Res oo 1 
2 -1x?’ 4 2 1" 
证 明 . 事实 上 , .只 须 证 明 存 在 一 个 微分 9EK'C)， 使 得 
(9)。=p+9 
即 可 。 这 因为 ， 若 Pp 是 9 的 单 极 点 ， 则 
Res,yT 0 。 


使 


Res,y -3 
又 由 留 数 定理 知 | 
, yi! ， ‘Res,y+ Res,¥= 0 。- 4 
[5 ， 
Resoy= -sr ET 


+70 


这 样 ， 儿 芭 符合 我 们 的 要 求 。 
如 果 C 的 亏 格 9= 0， 问 题 是 简单 的 。 事 实 上 ,此 时 我 们 本 : 
议 认 为 C = 己 !。 选 择 P! 上 合适 的 坐标 ， 使 得 
P= zoxco， 49= Zi 让 00。 
全 . 1 


TT 
‘3 
Ho = 二 2 - 
容易 验证 
1 df 1 1 1 
a in ff -Ta Zi 71 )39 i 
就 符合 我 们 的 要 求 。 四 


下 面 我 们 考虑 9>1 的 情形 。 
我 们 再 一 次 利用 这 样 的 事实 7 任 合集 Riemann 面 可 以 作为 
人 zx 重点 的 平面 代数 典 线 的 正则 化 。 
受 忆 "是 是 一 个 外 具有 通常 二 重点 Pi,… ,Ps 的 平面 代数 曲线 而 
TF, C-»C’ 


了 0 


是 其 正则 化 。 设 


4 、 


deg Cr =1, ; : 

由 于 g>>1， 故 2 芝 3 。 王 苏 我 们 分 别 两 种 情形 证 明 本 命题 。 “+ 

情形 一 ap)sc(qg)。 记 二 = 0(《p》0(9) (期 绿 过 5 了 (7p) 与 
5(Cg) 的 直线 )。 选 择 适 当 的 坐标 系 ， 使 得 P? 上 的 无 穷 远 直 线 工 。 
不 是 C 的 切线 ，c(p) ,ok(q) ,pmPs 都 不 在 L。 上， 点 [0,0， 
1 不 在 C 上 ， 莽 且 : 
LL .MLNC= 

《为 此 ， 我 们 只 需 在 P* 上 取 一 条 不 经 过 上 与 C 的 所 有 交点 以 
及 0(p),0(9)， 拜 且 与 C 交 于 个 不 同 的 点 的 直线 作为 工 。， 
再 取 Lo\C ”上 的 一 个 点 作为 [0,0,1] 即 可 )。 坡 在 此 坐标 条 下 ， 
C’ 的 仿 射 方程 为 
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f(x,y)= 0 
上 的 仿 射 方程 为 
x,y) = 0。 
合 ， ， 
L.C= (0*()) EDiv(CC) 1 
《参考 第 三 章 84 命题 4.1 的 证 明 中 的 记号 G。C )。 由 Bezout 
定理 ， 有 | 
Lc-p+at Br. 《2.2) 


(这 里 的 r。 Ca=3，,m 中 可 能 有 某 及 对 在 c 下 映 成 C' 的 重 
点 )。 今 


T= p33 + De +p? 7， 


总 一生 - 


其 中 pf +pi=0° Cp: )。 以 S… 表示 - 2 浆 三 元 齐 次 多 项 式 的 
集合 .后 和 
S"-2( -T= {GES"-2 C00) >T}. 


类 似 于 第 三 章 §4 命题 4.1 证 明 中 的 讨论 可 知 ， (0*(G))o 汪 三 意 
味 着 G 的 系数 应 当 满足 n-2+6 个 线性 方程 ， 故 


dim SC DPdim S*-2—(n—-2+6) 


= nn td 


= Dn-2) -6+1 


=g+1, ”2.3) 


对 任意 一 个 Gen， FE S27), 我 们 可 以 构造 C 上 
的 一 个 微分 


17% 


~ 


:1 9X,Y) dx -) 
(er DY ery 1? 


当 oCt) € Ub 


一 TL ， 当 oC) EU,, 


共 中 
Uo={ 1,x,yEP)}, Ui={u,1,v]€EP’)}, 
| [1,x,y], 当 ot) EU,, 
ot)= . 
Lu,1,v], 当 oo(t) EU,, 
以 及 


g(x,y) = G1,x,yi|。 


容易 看 出 ，9e 的 极点 只 可 能 是 p,4 及 无 穷 远 点 和 C” 的 重点 
在 0 下 的 原 象 . 
车: EC， 使 得 
oD=p; Gl 
注意 到 GE S" 2:(- 门 ， 即 知 ge(b<co， 即 这 样 的 + 不 是 pe 的 
极点 。 
车 :EC， 使 得 0Ct) 是 P* 上 的 死 穷 远 点 。 由 于 [0,0, 1] 不 在 
C“ 上 ， 故 | 
oD = Eu,1,vJEU,, 
由 于 
LNLNC’=8, 
所 以 ol) 不 在 上 上 ， 故 


ui 人 二, 攻 ) 二 0。 
双 由 于 工 。 不 是 C 的 切线 ， 持 且 Ls。 上 没有 C 7 的 重点 ， 可 知 
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ur (0， 


这 就 是 说 we 也 不 以 这 样 的 上 为 极点 。 


由 上 面 的 讨论 可 知 
Cpc)。<p+q。 (2.4) 
现 考虑 映射 
¢: S$"*-2C-T) -=KICC)， 
i G > go。 
显然 这 是 一 个 单一 同 态 。 由 (2.3) 式 ， 即 知 
dim 9(S"-?( -7))>9+1> dim QiG)。 (2.5) 


假若 对 所 有 的 GE S" ?CC 一)，9e 都 不 以 p 为 极点 ， 由 留 数 
定理 及 (2.4) 式 可 知 9 也 不 是 ge 的 极点 ， 所 以 9c E€ 0Q1(C)。 而 这 
意味 着 | 
' : dim pS"-?2C—T))<dim QCC), 

与 (2.5) 式 矛 盾 。 故 必 有 某 个 CES ?(-- 了 了)， 使 得 Yc 以 Pp 为 
极点 。 这 就 完成 了 情形 一 的 证 明 。 : 

情形 二 c(p) =e(9)。 这 个 情形 比 情 形 一 简单 一 些 。 证 明 
的 过 程 与 情形 一 基本 相同 。 .、:. 1 

选择 P: 上 六 适当 的 坐标 系 ， 使 得 C 的 二 重点 pi,pz,…，Ps 
都 不 在 无 穷 远 雪线 L。 土 ， 工 。 不 是 G' 的 切线 ， 着 且 C' 不 过 点 
[0,0,1]。 设 在 此 坐标 对 下 C’ 的 仿 射 方程 为 /(x,y) = 0， 

deg f=n, 

c(p) =0(9) 意 味 着 0Cp) 是 C' 的 一 个 二 重点 。 无 妨 设 0 (Pp) 
=p! 。 出 于 C 的 亏 格 g 宇 1， 并 且 C 上 至 少 有 一 个 二 重 点 Pt， 
期 6 1。 由 亏 格 公式 可 知 ? 过 4。 | 

以 S" 表示 13 次 三 :元 齐 次 乡 项 式 的 集合 

= Po Cp, ) Eo: +p?), 


Fs 
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二 


SC 六 y= GES ?1 (Co* (GO,> 1}, 


易 知 . 
dim S" 3( 一 rdim Ss 0-1 
-了 co- Dgn- 2) -6+1 
gr din Quc),. | (2.6) 

对 任 - :CEST3C-T 7， 可 以 构造 C 上 的 一 个 微分 |. 

f jl GX dx 四 

| (CFs ) - 当 cCDSCo， 

| 、 
pot) = 


al( 工 (dg N 本 
| gl 2)( u ) ) 当 ckDEU 
共 中 Uo,U,;x, yu, ,b 以 及 g 的 含义 与 情形 一 相同 。 
ge 的 极点 只 可 能 是 p,9 以 及 C“ 上 的 无 穷 远 点、 CY 的 重点 
Pps,"… ,Ps 在 0 下 的 原 象 。 
由 于 CES" :CC- 了 7)， 即 
(or(GC))o 之 了 了 
上 放 pa,…,ps 在 0 下 的 原 象 不 可 能 是 we 的 极点 ， 
由 于 C/ 的 重 虚 不 在 工 - 上， 是 :Ls 不 是 CY 的 本 人 知人 
上 的 无 穷 远 点 在 5 下 的 原 象 也 不 能 是 gc 的 极点 。 敬 … 
pe) EP+G, . i 
报信 形 一 汕 表 后 的 计 论 (是 六 5 C9 入 记 流 
的 5S"-3(-))， 即 知 存 在 GES"C- 了 '),， 使 得 we 以 7 为 极 
点 。 情 形 二 证 完 。 | 
注 记 2.4 ”在 定理 2.3 的 证 明 中 我 们 得 到 了 情形 一 中 的 
dim S"-2(-T)>g+1 
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以 及 情形 二 中 的 
dim S?-3( Tg+1, 
实际 上 ， 上 述 两 个 不 等 式 都 是 严格 的 等 式 。 若 不 然 ， 线 性 方程 
Res,(C9c) = 0 

将 给 出 1CC) 的 维 数 不 小 于 g+1 的 子 空间 ， 而 这 子 空 间 含 于 
QiCC) 中 ， 这 与 dim OIC)7 = 9 相 矛 后。 不 过 ， 我 们 在 证 明定 理 
2.3 过 程 中 不 需要 这 个 结论 。 

由 于 有 了 定理 2.3 ， 命 题 1.7 的 证 明 被 大 大 地 推进 了 一 步 。 
事实 上 ， 对 于 任意 给 定 的 


D= p29 -De € Div'CC) 


(pi (或 9;) 可 能 重复 )， 我 们 可 以 构造 一 组 第 三 类 初等 微分 8; (1 = 
1, ,kK), 使 得 
(Pi1)。 =p, 十 9i9 


9=J+…+eb 。 


则 9. 是 满足 (2.1) 式 中 的 2) 和 了 b) 的 第 三 类 微分 显 然 ，? 加 上 
一 个 至 纯 微分 以 后 ， 仍 然 满 足 (2.1) 式 的 2 和 了 》。 我 们 将 选择 
一 个 合适 的 至 纯 微 分 。， 使 得 9+。o 还 满足 (2.1) 式 的 cD。 从 
而 完成 命题 1.7 的 证 明 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 还 需要 关于 积分 的 一 
些 事实 。 这 将 在 下 一 节 中 进行 讨论 。 

习题 2.1 对 于 复 环 面 C=C/h， 构造 PEKIC)， 使 得 


《97 =Pp+4, Res,p = FT 
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1 
Res,g= ~ FT 


提示 “这 需要 用 到 有 关 Weierstrass ca 画 数 的 一 些 知识 (参看 
L.V. Ahlfors ， Complex Analysis， 273 一 274 或 S. Lang ， 
Complex Analysis，265 一 268)。 大 致 解答 如 下 。 
设 
A= {nw+ nowzlm, nsE 2}, 


其 中 wi ,ws 是 在 R 上 线性 无 关 的 二 复数 。 记 4’= 八 {0}。 


级 数 S) 高 是 收 合 的 ， 故 根据 Weierstrass 公式 无 穷 乘 积 


wEAr 


oo = JL (erp(S + ) 
作为 = 的 丽 数 是 整 丽 数 。 此 即 Weierstrass 0 画 数 人 


o’(z) 1 1. 1 2 
Sz)= 0 zt DD) (+ + 2 


wEdr 


显然 ,5(z) 除 了 格 4 上 的 点 以 外 无 其 它 极 点 ， 而 在 格 点 wE A， 
Res,¢ (2) =]。 
《(2) 拭 不 是 双 周 期 西数 。 但 是 它 的 微 商 
《7(z) =.- F(z) 


却 是 一 个 双 周 期 画 数 (这 里 的 (2) 就 是 以 前 我们 多 次 遇 到 的 
Weierstrass .2 图 数 )。 族 
2+wi) = Cz) +7;(1= 1,2), 
其 中 11, 172 是 常数 。 于 是 
“(z -p) -tz 9), 


是 一 个 双 周 期 丁 数 。 容 易 验证 ， 微 分 


1 oo 
Tp) te 0)) dr 


在 复 环 C=C/A 上 是 良 定义 的 并 且 满 是 我 们 的 要 求 ， 


§ 3 ” Riemann 双 线 性 关系 


设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 ，y1,…,Y2zo 是 C 的 任 一 典范 同调 
基 的 一 组 代表 〈 即 7 .yy+=1， Vi=1…，,9， 其 余 的 7 7 
均 为 需 。 这 里 ?yi -yi 表示 Y; 和 7Y; 的 相交 数 . 图 3.1 中 的 
Yu… ,Yas 就 给 出 了 这 样 一 组 代表 )。 对 “EKi(C)， 定 义 … 


AX, (ww) 和 (1= 1 29)。 


(显然 ，r; Co)G = 1,，…，29) 傅 顿 于 C 的 典范 同调 基 的 选 到， 但 
对 取 定 的 典范 基 , 它们 与 与 典范 基 的 代 天 和 到 无 关 )， 证 面 的 定理 对 
C 的 任 一 典范 基 都 成 立 ， 

定理 5.1(Riemann 双 线 性 关 采 ) 对 于 任意 vo,9 E OICC)， 
总 有 


a) DRA TR, Cp) TW TP)) = 05 
r=1 


b) ww -1 之 (Co To ti(o) - Troyi(o) TO))>0, 


这 个 定 : 理 还 可 以 表 壕 为 下 太 此 形式 。 如 果 志 


1 0 了 ， 
I, -( 0 ) ， co- ) ， 
0 1 Pe 一 了 -0 ze x2s 
以 五 表示 Q1(C) 的 一 组 基 在 71,…,ys， 下 的 周期 矩阵 ， 则 上 述 定 


理 可 改 述 为 . ° 
178 


a) TCD= 0 


b) -17Q ' 帮 是 Hermite 正定 矩阵 。 
上 述 的 实际 上 是 = ‘Gy1,…,yss) 的 相交 矩阵。 即 
71， V1 EP yi1* ys 
太 。: | = Q, 


Y2s 7 yo 。 ya 
定理 5。] 的 证 明 . 设 Wi ,Wy 是 0Q1(CC) 的 一 组 基 。 取 定 一 
点 49EC。 将 图 3.1 所 示 的 诸 ”; 都 同 伦 地 变 为 以 4 为 起 点 的 道路 
《 见 图 5.1)。 显 然 ， 我 们 只 需 对 图 5.1 的 {7;} 证 明 本 定理 。 


沼 Vili=1,…,29) 将 曲面 C 制 开 后 ， 禾 们 得 到 C 的 规范 多 边 
形 表示 P。 图 5.2 的 (ay 展示 了 9 =& 的 情形 。 一 般 情形 如 图 5.2 
的 (b) 所 示 。 


179 


取 定 一 点 58E 9。 定义 


uCp) -| 内 ， 
其 中 了 为 9 上 的 一 点 ，o 为 我 们 的 定理 中 所 考虑 的 C 上 的 全 纯 微 
分 。 由 于 9 是 单 连通 的 ， 所 以 x(p) 是 8 上 的 单 值 解析 西数. 
将 4 开拓 到 PP 上 . . pe 
由 于 9E Q1CC)， 所 以 
d(uyg)=duAp +tudy=w/Ap+0=0, 
赦 ugp 是 PP 上 的 一 个 了 闭 形 式 。 由 Stokes 定理 ， 可 知 


网 人 =ffacw =0. | (3,1) 
此 式 左 端 为 i 
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生 ! ot ; 
+|,., 0). (3..2). 
现在 我 们 来 计算 “ 
je 


设 p 为 yi 上 一 点， 以 Pp! 表示 同一 点 ， 和 但 把 p’ 视 为 yi' 上 
的 点 。 则 由 . . 
| up +| up -| uP up YN Pe 


了 


由 图 5.3 可 以 看 出 


图 5.3° 


站 p ti 
uCp) — uCp’) -| 0 
pr . ! 


, | - 机 
= o-| “+| w 
pr 六 ， g 
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| up+), up= ~ ,i Co) ( 0 = 一 Trigo)TTiKD)。 (3.3) 


， 


由 (3.1),(3.2), (3.3),(3.4) 式 就 得 到 本 定理 中 的 2) 式 。 
为 了 证 明 本 定理 的 b) 式 ; 我 们 只 要 考虑 微分 形式 Y 一 1 一 二 82。 
因为 o 全 纯 ， 易 验 证 4 无 = 0 。 所 以 


dC/ —1u65)= = 10N\g. 


uo + | 1 UP= TW) A (Pp), 《3.4) 


EE 此 即 有 . 
eh no 


同 证 明 a) 式 时 所 采用 的 方法 一 样 ， 计 算 ~ 
vi), 

的 值 ， 就 可 以 证 明 b) 式 。1 

注 记 3.2 上 以上， 六 们 实际 上 只 对 如 图 3. 1 所 示 的 特殊 选 定 的 
C 的 典范 同调 基 ( 的 一 组 代表 7Y1,…,yzg) 证 明了 定理 3.1。 事实 
上 ， 正如 我 们 在 本 节 开 始 时 指出 的 那样 ， 这 个 定理 对 于 C 的 任意 
一 个 典范 同调 基 都 是 成 立 的 。 为 了 做 到 这 一 点 ， 还 需要 用 到 关于 
六 和 矩 阵 的 一 些 知识 。 下面 我 们 就 给 出 对 于 C 的 任 一 典范 同调 基 的 
定理 3.1 的 证 明 。 在 这 个 证 明 中 ， 用 用 我 们 在 前 面 提 到 的 定理 3.1 
的 另 一 种 表述 形式 是 方便 的 。 

设 y1,*…,y2g 是 C 的 另 一 典范 基 的 一 组 代 上 。 则 有 


yi ‘yy, 
rT’'=| : =A| : = AF, 
- yig / \ yag 
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共 中 4 是 29 x 29 阶 方 阵 ， 共 元 素 此 为 整数 。 设 相应 于 01,…，% 
和 Yi, "Ys 的 周期 垂 阵 为 了 ， 则 有 
=H :A, 
”由 于 全 也 是 典范 其 ， 故 也 应 有 
pr er -( Ye. )-e 
yig -Vi °* yz2g*Y2g 
即 4F er 4=Q， 
40 :A=0Q. 《3.5) 
满足 上 起 的 方 阵 么 称 为 率 短 隆 (4 中 元 素 属 于 某 域 )。 ; 
可 以 证 明 , 任何 2n x 2m 阶 的 地 答 阵 均 可 表示 为 以 下 四 种 形式 
的 辛 护 阵 的 雏 积 (参看 华罗庚 、 万 哲 先 鞠 《 典 型 群 》 442 一 4437: 


人 


I ,J I-J 
(s 1) (1 了 了) 


其 中 尽 为 mxza 阶 非 奇 蜡 年 陈 ， 工 为 mxm 阶 单位 短 阵 , S 为 nxn 
阶 对 称 年 降 ， /是 mxn 阶 对 角 偏 阵 ， 上 且 满 是 
. ‘JJ2=J, 
容易 验证 ， 上 而 由 各 于 引 辽 的 和， 由 此 可 知 。 
任 一 辛 护 阵 的 转圈 还 是 辛 第 阵 。 : 
光 由 于 瞧 是 学生 故 :A 是 事 答 阵 。 由 这 年 阵 定义 ， 邯 


:AQGA =Q, 
这 样 ， 我 们 得 到 . 本 . 
- 、 I :JI’ = +AQOA 1 了 = 11Q * =:0， 
粹 及 . . ， 
v 一 102: Py 让 404 N= -iN 04 


= -inNQ 717。 
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这 就 说 明 对 C 的 企 一 典范 基 ， 定 理 3.1 也 成 立 . 
适当 地 选择 01XC) 的 基 ， 可 以 使 周期 年 胁 卫 的 形状 变 得 简 
单 些 ， 这 对 我 们 令 后 的 讨论 是 很 方便 的 。 事 实 上 ， 设 在 01CC) 的 
” 茶 组 基 下 (以 及 H.CC, Z) 的 一 组 典范 菇 下) 周期 矩阵 为 了 ， 我 们 
可 以 把 了 写成 如 下 形式 : 四 
Hog.zg= CC Aygxyg “By >。 
这 样 ，Riemann 双 线 性 关系 可 以 写成 
a) A'B=B'A; - \ 
b) -i(A'B-B':A) 是 Hermite 正定 阵 。 o 
这 里 的 b) 蕴 含 着 4 是 非 退 化 葛 。 用 用 “人! 作为 01CC) 的 基 的 演化 
生生 在 新 的 基 了 ， 赫 的 山里 息 阵 藉 思 主 
. DC gp 2 ), i . 
其 中 7 于 示 9 阶 意 信 方 阵 ;，Z 为 axg 条 阵 ， 边 个 周期 倚 降 称 
正规 化 的 甩 凑 入 阵 。 在 正规 化 周期 第 阵 下 ，RRiemann 双 线性 关系 
变 得 很 简单 : 
a) Z= 2; 
5》 工 中 各 元 素 的 谱 部 组 眠 的 集 阵 TmZ 是 ( 实 的 ) 正 定 基隆 . 
在 回 到 命题 1.7 的 证 明之 前 ; 我们 还 起 计 于 周 期 矩阵 再 说 儿 
甸 话 。 作 为 周期 年 阵 的 比较 深 测 的 结果 、 有 、. 
定理 3.3(Torelliy 要 使 两 个 紧 'Riemann 面 C 和 C’ 是 等 价 
的 《 即 在 它们 之 但 存在 一 个 汉 双 鱼 铁 身 )y; 必须 而 且 只 须 它们 在 适 
当 的 典范 同调 基 下 的 正规 化 周期 囊 阵 相等 : 
Torelli 定理 说 明 ; 紧 Rismann 箱 的 全 部 得 各 都 ,包含 在 它 的 
正规 化 周期 矩阵 中 了 。 这 个 定理 的 完整 的 证 明 超出 了 本 书 讨论 的 
范围 在 下 一 节 中 我 们 将 证 明 这 个 定理 的 一 个 特殊 情形 2 
容易 看 出 ， 汶 足 条 件 十 =”*2Z; 且 im2Z: 为 正定 的 g 阶 方 阵 Z 
有 gCg+1)/2 个 独立 的 复 参数 。 但 是 ,可 证 明 , 当 g 宇 2 时 , 互 不 同 
构 的 罕 iehand 面 的 复 参数 内 有 39 - 3 个 。 所 以 ，- 一 般 讲 来 ， 帮 
不 是 满足 上 述 两 个 条 件 的 9, 阶 太 阵 Z 都 对 应 着 某 个 紧 Riemann 
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面 。 事实 上 ， 当 9g=1,2,3 于 , 对 满足 上 述 两 个 条 件 的 2， 
(7 2Z) 
一 定 是 革 个 亏 格 为 9 的 紧 Riemann 面 的 一 个 周期 矩阵 ;而 当 9 之 4 
时 ， 这 个 结论 是 错误 的 。 
Schottky 提出 了 如 下 问题 设 Z 满 足 Riemann 条 件 ， 即 
Z =:Z，Im2Z 为 正定 的 矩阵 ，Z 还 需 满足 什么 条 件 才能 使 
‘Cf 2Z) 
是 某 紧 Riemann 面 的 正规 化 周期 给 阵 ? 这 个 问题 僻 未 解决 。 
下 面 我 们 证 明 命题 1.7。 
命题 1.7 的 证 明 对 于 任意 一 个 
(pi( 或 9;) 可 能 有 重复 )， 由 上 一 节 的 讨论 ， 我 们 知道 存在 个 C 
上 的 第 三 类 初等 微分 人 1， 3» Dk, 其 中 git 三 l, ,此 以 pi 和 9i; 为 
单 极点 ， 且 满足 (2.7) 式 。 合 四 - | 
p=9p1+ +p 


取 定 机 CC, 2) 的 如 同 定理 3.1 证 明 中 所 选 定 的 典范 基 的 代表 
yi(j = 1,…,29)， 我 们 当然 可 以 假 害 所 有 的 7; 都 不 经 过 9 的 极 
点 。 设 ww …yas 是 01CC) 的 一 组 基 ， 使 得 租 应 的 周 期 矩阵 正规 
化 为 四 

CT 2). 
全 


， 


Se 
刚 wy 的 极点 和 留 数 都 与 9 一样 ， 关 且 对 j=1,…, 9g， 有 


和 


1 
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-| 0- ee 


be 


i 


如 同 定理 3. ! 的 证 明 中 敌 过 的 导 样 ， 设 ed 


QQ = CG -Un 


取 5EQ. 对 任意 二 个 6E Q1(C)， 定义 ， 
"CD = 名 (pED). 和 
b ; 


[0 
A 


"是 9 上 的 妈 纯 责 数 。 将 开拓 到 规范 多 边 形 P 上 去 .考虑 vp 
这 是 Q 上 的 一 个 生 纯 微分 ， 基 极点 与 % 的 极点 相同 。 根据 留 数 
定理 ;. 谣 有 : i po 


2 一 1 DResp, (v9’)+Resg, C09’)) = (v7 《3.7) 
i=1 和 国 e 二 i 


由 于 P= 二 十 Vx， oO 人 = 1 ) 满 足 (2.7)? 式 ， 而 2” 的 极点 
及 留 数 都 . 与 9 一 样 ， 故 士 式 的 左 端 为 


2 一 1 Tx Ped wp’) fie, vo 


= Sn) -Vv(9i)) = Si 中 。 (3.8). 
i=1 人 


至 于 右 端 ， 用 与 定理 3.1 的 证 明 中 同样 的 计算 可 得 


1 vp’ = Eero DXoriCo) ziCy’)). 


=1 
由 (3 . 0) 起， + i . 1 国 人 as - oy . 
Tj(9’) 二 人 2 一 0 《141l*",9), 
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故 
人 vp” = DTC Agrily’). (3.9) 
9 了 i = 1 


特别 地 ， 如 果 我 们 取 w=we(a= 1 …，9)， 由 (3.7), 《3.8) 及 
(3.9) 式 ， 就 有 
5) = Dr ror le’). 
i=174i p=1 . 


由 于 在 01,.…;wg 下 的 周期 矩阵 为 


CT 2Z), 
1， 当 有 =a | “ 
诉 以 1 1 
k pp 
> Wo = Hgra(p’), (3.10) 


iv 
在 以 上 的 讨论 中 我 们 并 没有 用 到 了 满足 命题 1.7 的 条 件 ， 即 
DEkerCu: Divi(C)—>J1(C))., 
现 设 D 适 合 这 个 条 件 ， 则 


4 
me + Im, oe ar lg), 
p=1 


其 中 m1《B=1， ee 29) 为 不 依赖 于 .4 的 整数 。 由 Riemann: 观 线 性 . 
关系 中 的 和 :2 有 | | | 
\ Wo -人 oa 
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此 


ps 了 
圾 >| YW, 二 1 十 Djmors | Wp 
- i=m1 9i 、， B=1 网 gg+a ， 
由 (3.10) 式 即 有 
i Xora lg’) 三 组。 十 Smogrs 人 wps, (3.11) 
p=1 Yoyre : 


合 
97 = 六 7 一 Djmgss ts 。 
BE 
我 们 断言 "满足 (2.1? 式 的 a)xb),e)。,97 满足 (2.1) 式 的 a),b 
是 显然 的 。 至 于 c)， 可 验证 如 下 : 


对 于 I<a<g， 由 (3.6) 式 及 
TalWs) = 6p Ca, 6 =1， 0)， 


4 


po 9 一 Dmgrs 全 
Ye Vea i oo re 
gr EZ 
再 由 (3.11) 式 ， 有 


8 
人 gp” 一 Tgra(p’) 一 Sy mor | wg 
?Ta Po ‘ 了 


三 所 -二 乙 。 
这 喜 证 明了 我 们 的 断言 。 再 由 命题 2.1， 邑 得 命题 1.7。 | 


号 4 Jacobi 反 注定 理 


本 节 将 在 承认 一 些 鞠 深 则 的 结果 的 基础 上 给 出 所 请 Jacobi 反 
演 定 理 的 强 形 式 的 证 明 ， 命 题 1.8 则 是 这 个 强 形 式 的 简单 推论 。 
事实 上 ， 即 使 命题 1.8 的 完整 证 明 本 节 也 难以 给 出 。 
我 们 首先 做 些 一 般 性 的 讨论 。 
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设 忆 是 一 个 紧 Riemann 面 ， 其 亏 格 9 之 1。 
定义 4.1 已 的 全 体 次 数 为 4 的 有 效 因 子 万 = 户 十 +pd( 诸 
v; 可 能 有 重复 ) 组 成 的 集合 C 的 第 d 个 对 称 积 ， 记 作 Co。 
命题 4.2 C'? 以 一 种 自然 的 方式 成 为 一 个 复 流 形 。 
证 明 设 C*=Cx。xC 是 4 个 C 的 直 积 它 是 一 个 复 流 
形 。 以 zs 表示 {1,…,4} 上 的 置换 群 。 对 任 一 o E24， 定义 
CCGP Pa) = (po ,Peca)), 
则 c 给 出 了 C* 上 的 一 个 双双 纯 映射 。 故 可 认为 
ZucCiAuKCY) 。 
作为 一 个 拓扑 空间 ， ““” 即 基 商 鹤 间 C?4Ta。 所 以 Co 是 一 个 紧 
的 Hausdorff 空间 。 
下 面 我 们 来 构造 CE 的 局 
设 | 
D=kpit» .+ hp1E Ce 
其 中 pi 互 不 相同 。 en Pi> . 认 汪 它 附 近 的 (在 @ 凸 的? 站 , 部 全 


纯 坐 标 系 (全 。 和 0)。、 | ， i ， 站 

oie )， i 人 、 1 
是 定义 在 W;' 上 的 关于 这 i 个 变量 的 第 个 初等 对称 小 项 式 
(1 = 1 2 ,大 7。 则 tPF 


《clip 0 Na *° 2 O11, "Ok,1) 


给 出 DE Co 邻近 的 一 个 局 部 公 郊 坐标。 详细 的 验证 留 4 人 读者 。 
这 样 ， 2 成 为 一 一 个 复 流 形 。 | 
2 迹 . _ (i 
DEDiv(C), degD=d. : : 
我 们 知道 Y CD) 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 ， 其 维 数 记 为 1(D)( 参 
见 第 三 章 第 一 节 开 始 )。 任 给 fE gCDY， 合 EE=(%BCD), 则 EE 
是 一 个 d 次 有 效 因子 ， 即 EEC'W，。 义 因为 对 于 任 一 非 等 常数 
ac c， 总 有 
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《4 = (fs: 
所 以 我 们 有 一 个 映射 
‘a; Po(D)-> Ce 
Lfi. rE=(f) +D, 本 
共 中 [ 廊 袁 示 ， f 在 射影 空间 ?也 (D) 中 所 在 的 等 价 类 。 2 
如 果 . 


off] =atg], - 
则 
. (f= (C9), . 
f 
(9)=0. 


故 f/g 是 一 个 非 等 常数， 即 
[ 门 = [Lg]. 
这 就 是 开 ，a 是 一 个 单一 映 射 。 借 助 于 这 个 单一 映射 , 我们 可 以 把 
Pz (D) 看 作 C' 的 一 个 子 集 。 进 一 一 步 地 ， 我 们 可 以 证 明 PD) 
是 C42 的 一 个 子 流 形 ， 甚 : - - 
命题 4.5 .“ 是 一 个 他 纯 映 射 。， 
证 明 设 


D= Be 


2 、 7 , ‘il . i 、 ~. 
其 中 诸 pi 互 不 相同 。 

设 1D)=n+1。 选 定 儿 (D) 的 一 组 基 fo,f1,…, fn。 则 .CD) 
中 的 任意 一 个 画 数 都 可 玫 成 : 


i ap ( 


其中 MECGS 0， ,Ll 2 "DD :4= Eho, A ne 加] 作为 [1 在 
' PAD)=P* - 
中 的 齐 次 怎 标 . 于 是 ， a 由 本 2 .2 :、 
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Ar>E,=(f, 9+D 
给 出 。 | 
对 取 定 的 天 = [6,,… ,多 a]， 我 们 来 证 明 4 在 和 附近 全 
纯 。 . . | 
设 (f 让 中 出 现 的 与 pb ,pk 不 同 的 点 为 Pk41… ,Pk+1， 蒜 中 
[二 0。 在 C 上 分 别 取 pb ,pksl 的 局 部 坐标 邻 域 , 使 这 些 邻 域 两 
两 不 变 。 以 W 素 示 这 些 邻 域 的 并 。 构 造 W 上 的 盾 纯 画 数 9g， 使 得 
9 在 Px， …,pk+l 的 邻 域 上 桓 为 1， 而 在 Pi,…, Pr 的 邻 域 上 满 
足 (9)= D. 则 对 附近 的 入 有 - 
: E,=(f,0).: : : : 
不 失 一 般 性 ，: 可 设 ho 志 0。 于 是 在 和 附近 ; 有 - 
本 Tl 


记 
fer = fo ys ， 


视 few9 为 KH= (ph .um 和信 中 的 点 的 本 数 ， 则 fw9 在 


1 和 
= (区 于 ) 
和 点 piCi=1,…,K+ 纺 附近 是 全 纯 的 。 这 因为 在 :.E 述 区 域内 
E, 宇 0。 由 下 壕 引 理 基 知 & 是 双 纯 的 .上 ， 

引 理 4.4 设 4= C4 下 ,Jn) 是 nn 维 复 向 量 ，zEC。 设 h4， 
z) 是 点 C0, 0) 附近 的 至 纯 画 数 ， 并 且 (0; 2) 以 z=0 为 《 重 零点 。 
则 存在 ?之 0 和 s>>0， 使 得 

a) 对 于 满足 pi < 之 PCi=1,2,…,7) 的 任 一 Ar0， hu， z) 在 
1z| 二 e 中 恰 有 天 个 不 同 的 根 21(4),…* ,zk G1)， | ， 

b) 在 {HEC"| iail<p，VY1=1，2,…， 由 中 ,iD 吉 C4) 
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了 


的 大 个 初等 对 称 多 项 式 都 是 产 的 一 纯 画 数 ， 
这 引 理 的 证 明 与 第 二 办 的 讨论 完全 一 样 (那里 的 n=1), 这 里 
总 不 再 重复 了 。 .，. 
为 了 方便 起 见 ， 用 1D| 表 示 aCPeCD))CCeo， 
下 面 我 们 考虑 Pol lacohi 据 射 . 
-1 ‘Div /1 
在 C9 上 的 限 凶 i : 
Ms co re - ， (4.1) 
注意 ， 在 本 有 有 中 ， 凡 所 到 Abe!- Jagobi 上 映射 时 ， 总 认为 基点 
4EC 已 经 指定 了 。 这 因为 , 本 区 中 的 结论 与 基点 9 的 选择 无 关 。 
设 D=pi+ps+ :十 pgE CW， 其 中 pj。… ”ipa 两 两 不同。 这 
样 的 因子 称 为 C‘? 中 的 一 般 因子 。 显 然 ，(4. DD 式 的 4 在 DD 的 一 
个 邻 域内 是 有 至 纯 的 ，u 是 局 部 有 界 的 。 根 据 Riemann 扩张 定理 ,，.… 
即 知 4 在 整个 Co2 上 是 至 纯 的 。 
定理 4.5 “CA9(C7 的 纤维 是 租 影 空间 。 准确 地 说 ， 对 
于 任 一 DEC‘H， 有 
uCuCD)) = ID]. 
证 明 首先 证 明 Cu(DY EID]. 设 又 有 EEC 使 得 
YEuDY, 
则 uCE ~- D) = 0。 由 命题 ] .7， 存在 fEKCC)， 使 得 
(f=E- DB. 
故 五 二 ( 门 二 卫 。 0 “意味 获 忆 之 0,， 因此 fE.2(D)。 所 以 : 
E=a(f]} EAP DN mB : : 
必 过 来,* 设 EE1DI; 测 | 存 第 JE 经 (D),. 使 - ~ 
) : 局 = + Di. 
由 命题 1 6 就 有 : i 
DCE) =u uDY= orup) = -De 人 
EW 0D 上 0 i 四 


上 西 的 关于 as 
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1DP1CoeIuCD7) 
的 证 明 傅 顿 于 命题 1.6。 我 们 可 以 给 给 出 这 部 分 的 另 一 个 证 明 , 它 不 
傅 大 命题 1.6， 但 却 需 要 下 面 的 引 理 。 
引 理 4.6 从 二 维 射影 空间 人 到 9 继 复 环 5'/ 人 的 全 一 全 纯 
瑞 对 都 是 常 值 员 射 。 
证明， 我 们 只 要 证 明科 一 1 的 情形 就 是 能 了 。 这 因为 对 任 
意 7,9 人 名 P,Pp 计 49;: 总 存在 一 个 PCP"， 使 得 P ， rEP!. 
如 果 我 们 证 明了 n = 1 的 情形 ， 则 此 侈 纯 映 射 在 p,q 4 两 点 取信 
相 舌 。 再 pg 的 任意 性 ， 就 有 我 们 需要 鸭 结 吉 论 。 
现 考 虚 至 纯 上 映射 A 1 了 
yp Bi:ChAS 7. . 下 外 
对 于 Ce7AL 的 任 一 全 纯 微 分 ww，? 6D 是 P 上 的 本 和 分 但， 
. dim QICPI7 = Ee™ 03 人 了 
页 25 人 3 二 0。 设 C" /4 的 局 部 对 纯 坐 标 为 tr ”… 它们 洗 划 CE 的 


通常 的 坐标 诱导 髓 下 的 ” : 币 | iu。 (a= i gD 是 eco 的 健 缚 机 
分 。 所 以 ~ _ 和 9 1 《人 


gr Cdu, ) = 9, (G=41," 0). 
这 意味 着 9* 韦 0. 而 P' 是 壬 通 的 , 计 吉 是 党 什 映 和 ， di 
根据 这 个 引 理 ， 由 于 本 
: 站 ‘PIO ON OA 
站 低 纯 映射 ， 故 为 常 值 晓 遇 。 - 灾 EE 1D. 则 有 fE 乡 (D)， 使 得 
i ofDD=E, 
由 于 D 宕 0， 故 常 值 甸 数 1€ (D)， 且 显 然 BGFID= D。 故 ， 
uCE)=u°o of])=u° a([1]) = “CD)。 
这 就 证 明了 E Eu-1Cu(D))。 
实际 上 ， 引 理 4.6 给 出 了 命题 1. 6 的 另 一 个 证 明 途 径 ( 方 才 给 
出 的 关于 E -xcuCD)) 的 证 时 它 经 塌 味 着 这 一 点 9。 具体 地 说 ， 
设 (f)=D=Di- D,， 共 中 Di,D: 宇 0。 出 
(f)+D;= Di。 
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访 ((D) n+l 以 PC4DD 代 赫 引 理 4.6 中 的 P"， 即 知 

: : uDi) = uD,). 

: YD) =uDD < uCDyy = ‘02 
当然 ， 上 述 的 讨论 大 不 意味 着 这 里 用 引 理 4.6 给 出 的 命题 1.6 
的 新 的 证 明 上 比 我 们 原来 所 做 的 证 明 来 得 衍 妆 ; 事实 上 ， 标 里 的 证 
明 依 顿 于 :a 总 至 纯 映射 达 一 一 十 实 ， 而 对 a 的 全 纯 性 的 证明 并 不 简 
弟 。 . i ， 

下 面 我 们 讨论 论 4belsJacobt 觅 射 在 Ch4 志 9) 上 的 限制 ( 仍 记 
为 4 ) 的 微分 . 设 DECY. 则 4 在 点 DD 的 微分 :是 册 盛 { 介 在 点 DD 
的 轨 空 同 To(O%) 到 /CO) 在 点 (7 ? 药 切 密 间 “0077 的 一 
个 线性 映射 

(Uy) Dp: ToCceoy > TucpCJ7CC))。 

现 说 D:= pl +… +Pg 是 一 个 一 般 因 子 ， .51 是 C 上 pi 点 附近 前 
局 部 毕 标 。 则 C37,…,za) 给 出 CG‘. 中 DD 点 附近 的 下 个 局 各 标 , 
设 wo(0 =1,.…,9) 是 的 一 一 组 基 ， 在 pi 附近 

= Joi(zi ?qzp 
其 中 fi(zj 邓 纯 . .是 在 P 附 迟 Abel - 有 对 可 识 局 
部 地 表 为 
LC21 Ed (MZ, dF, Dg, ,Za)) 


= (me, 到 fui dm, oo 


所 以 (zs)z 可 以 局 部 地 表 为 


和 bu 
Bz 


2 ' i oi 
ll ., ”i > 一 
CH#) n= ,ee eee op eon 
Bd ‘i-! 
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f11CP1) ) fp) 
fialpa) “foalpa) 
通常 ， 我 们 用 

oP) 0 wo (P1) 


wpe) 的 寺 wo Cpa) | 


来 表示 .上面 的 Gus)p. 这 个 矩阵 称 为 Brill-Noether 矩阵 。 
现 设 C 的 亏 格 9 之 2。 考 虑 典范 映射 
pus C -> Pp:- 1， . 
p I> [LorCp) se** ;gD)Y, i 一 
则 pxCC) 是 P' 沁 中 的 二 条 非 退 化 曲线 . 设 忆 =pPrt+ie +pa( 诸 pi 可 
能 有 重复 ). -以 、、 i ~ 
okC(D) = = PrP) 人 KK 
表示 由 pk(pi)，…，prk(pa) 在 已 :- :中 张 成 的 射影 子 空间 . 则 有 : 
命题 4.7 ”如 果 刀 是 一 个 一 般 因子 ， 则 
rank (uy p= dim 0¥ 0D) + 1 
证 明 rank (us)o 就 是 px(Cpi) (i= 1,…,d) 所 生成 的 线性 空 
间 的 维 数 ， 而 dim yx(D) 是 grk(pi)G=1，… “4) 所 张 成 的 射影 空间 
的 维 数 ， 故 有 命题 4.7。1 
我 们 引进 一 个 术语 . 当 我 们 研究 一 族 可 以 局 部 地 用 一 个 复 波 
形 或 复 流 形 的 一 个 解析 子 忽 参数 化 的 对 象 时 ， 说 “这 族 里 的 通 有 
的 对 象 都 具有 某 性 质 ”， 其 含意 是 不 具有 这 个 性 质 的 对 象 的 集合 
含 在 某 个 低 维 子 狭 中 。 
作为 命题 4.7 的 推论 ， 有 
推论 4. 8 设 g 宇 1,. 出 C"?* 上 的 通 有 的 点 都 使 得 


1 Thnk (uy)p = 9 . 一 


t95 


证 明 车 9= = 1, 显然 ， 
(ur)p = = ap) 点 0。 
故 总 有 


rank Cn 二 1。 
现 设 g>2。 设 PPT me 全 
rank Cs)Ds<s9 一 
由 命题 4.7?，9x(D) 的 维 数 不 超 过 9 一 2。， 在 在 Pr 的 一 个 9- 
维 线性 射影 子 空间 ( 即 9 - 2 维 超 平面 万 ， 使 得 
px(pi) EH, Vi=1,.,9. 
类 做 于 第 四 章 命 题 3.4 的 证 明 ， 亲 知 月 采信 多 (2 的 作曲 
线 支 ， 故 了 
# {PECIogCPI EH } < 
共 中 1 吉 示 曲线 pkCC) 的 次 数 。 记 以 
间 { DEC pr PIE Hs; Vi 1)g9} 去 后 。 
二 间 到 PP -中 所 有 9 -2 维 超 平面 构成 一 个 9 -1 维 射 新 你 间 ，- 即 


知 Co) 中 使 得 pk(pi) ;… ,VxCP9) 落 在 P* “中 基 个 9 一 2 维 超 平 面 上 
的 


罗 了 本 四 
。 万 = pi 十 Pa i _ 

的 集合 含 于 某 个 9 一 1 维 子 牧 之 闪 . 但 

. dim Co 

训 对 通 有 的 DE C0 有 ， 站 


rank Cu) so 9, | 
”现在 ， 我 们 人 氢 述 Jacobi 反 演 定理 的 强 形式 。 

: 命 命题 4 -9 . “Abel Tacobi 识 和 灰 0 上 的 限制 

,C0 


> 部 中 
是 上映 上 的 而 县 区 Ci 的 通 相 胸 点 是 单一 的 .、 


为 了 给 出 命题 4.9 的 一个 证 明 。 我 们 需要 承认 下 记事 实 。 
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事实 4.10: 设 基 和 了 是 同 维 数 的 复 流 形 ， ，- 
ff: XY 

是 全 纯 上 映射， 满足 下 述 两 个 条 件 :? 

a) 对 任 一 y EY，/71( Jy) 是 连通 的 四 

b> f 的 微分 /。 对 通 有 的 x 让 都 是 荆 :( 关 ) 到 Ty(i( 了 7) 的 同 
构 ， 
则 7 是 映 上 的 而 且 对 入 的 通 有 的 点 是 童 的 。 名 

”这 个 事实 的 证 明 路 线 大 致 如 下 , 由 席 映 射 定理 可 知 ， 7CO 是 
了 的 一 个 解析 子 乌 。 设 xoEX， 使 得 

《f+#)z ,0, 
则 f 将 xi 的 一 个 开 邻 域 避 同 胚 地 上 映 成 YCxo) 在 中 开 邻 域 VV, 这 
就 是 说 A(X) 含 有 Y 的 一 个 开 集 ; 由 以 上 两 点 可 推 知 了 是 映 上 的 . 
另外 ， 对 于 XX 上 的 通 有 的 点 x，f-1(f《x)) 是 0 维 的 (否则 将 导致 
‘dim X >dim YY, 

与 我 们 的 前 提 予 慎 )， 而 /71Cf(x)) 有 又 是 连通 的 ， 故 (f(x)) 是 
一 个 点 ， 即 有 这 个 事实 的 第 二 个 结论 ， 详细 的 证 明 读 者 可 以 参看 
P, Griffiths 等 区 ee of ‘Algebraio 站 ;» 235 
一 237。 i : 
有 本 上 过 事实 ; 我 们 可 以 给 HW i 

”合十 #4. 9 的 证 明 我 们 上 只 要 说 明 . , 

i CeO) < 
适合 事实 10 的 条 件 。C' 和 J(C) 都 是 复 流 形 ; 
i dim C= y= dim J(C)s 
u 是 双 纯 映射 对 任 ~DE Cm :由 命题 4.5， 知 
uCu(D)) = |D{ =oP SD . 

由 于 P22(D) 连 通 ， a 全 纯 ， 故 | 刀 [ 连 通 ; 推论 4.8 又 说 明 ux 对 通 
有 的 DE C' 都 是 同 构 。 故 1u 满足 事实 4.10 的 所 有 条 件 ... 上 

应 用 命题 4.9， 命 题 1.8 的 证 明 就 非常 简单 了 ， 

命题 .8 的 证 明 ， 由 于 2 限制 在 .Co 上 是 满 的 ， 故 世 限制 在 
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C0) gp 上 也 皇 潢 的 .其中 少 为 C 上 上 任意 一 点 。 显 然 
ce)_-gpCDivCC)。 
故 4 在 Div(C) 上 更 是 满 的 。1 
Abel 定理 的 证 明 到 此 结束 . 
作为 本 节 的 结尾 ， 我 们 对 映射 
Us: CH »JCC) 
的 4 = = 1 的 情形 再 说 几 旬 话 。 
. 首先 ， 此 了 肝 C =C。 我 们 说 ， 这 时 的 四 CCC) 是 一 个 
射 ， 事 实 上 ， 若 4(p) = 49)，P 半 4， 则 
ulp 一 94) 三 10。 
由 命题 1.7， 丰 存在 ff: :C->P1, 使 得 (f) =P 一 9 而 这 意味 和 
C=P", 
5 gt + 的 假定 矛盾 。 双 显 然 ， 对 PEC， 
Us) p = CP) wo(CP)) EO 
《 热 中 心 *… "0 是 OE) 所 以 # 是 C 到 民 C) 的 一 个 融合 
守 射 。:; ， 人 
其次; 我 们 说 ， i 有 些 像 通常 的 Gauss 映射 潮 实 上 ,7 由 于 
JCO) 是 加 群 ， 故 可 借 本 CC) 的 加 法 的 微分 把 J(C) 上 所 有 点 的 切 空 
闻 都 移 到 J(C) 上 的 一 个 确定 的 点 上 去 ， 即 把 这 些 切 空 间 都 与 同一 
个 C' 等 同 起 来 。 于 是 (ux)p 就 把 TpC0) 喘 成 2 中 的 一 :条 枉 钱 。 故 
由 诱导 出 C 到 P"- :的 一 个 映射。 这 个 映射 类 似 Gauss 上 映射。 由 于 
ux)p=PxCP), .| 
所 以 ， 从 一 _ 定 总 义 上 说 ， 典范 贞 射 是 Abei-Jacobi 里 射 的 微分 。 
习题 4.1 设 C 是 巨 格 . 为 的 紧 Riemann 面 ， 2 去 4<9。 试 
证 ， 对 于 “的 通 有 的 点 “， -有 ， 站 
: ; nk Oe) se 4, i -> 
旋 示 由 于 站 i 人 
C>Pp'-! | 
是 非 退 化 的 ， 所 对 Ce 的 通 有 的 点 D- pi 十 十 Da， 
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PKKpi)， OKCPa) 
点 有 最 广 位 置 。 故 .i 和 
dim yrCD) =4d-1. 
由 命题 4.7; 脚 有 | 


rank (uy)p=d, 
习题 4.2 设 C 是 号 格 为 g 的 紧 Riemanm 面 ; 1 委 4 委 59 
ys Us CopWa 
HOY0 通 有 的 点 是 上 的 其 中 四 
Woe=u(C OCITC)., : ‘i 


提示 ”应 用 事实 4.10。 
习题 4.3 设 C 是 亏 格 为 9 二 1 的 紧 Riemann 面 , 4 之 1. 考 虑 微分 
(Ux)D: T oC) Tu 0)). 
证 明 ， 对 C' 的 通 有 的 点 D， 有 
ker(ux)p = Tp D1)., 
过 对 1 之 dg， 利 用 习题 4.1; 着 4>9，， 对 Ce 的 鱼 有 的 
AR ,高 . 


EL 四 i 


rank Ca) 二 og 


a 


故 有 结论 。 
习题 4.4 ” 设 C 是 一 个 紧 Riemann 面 ，DE Div(C)。 如 果 
D 宇 0， | 
且 本 
.KDS0， iD) 持 0， 
则 称 忆 是 一 个 特殊 因子 。 试 证 明 Cliffbrd 定 - 理 : ' 设 万 是 特殊 下 
子 ， 齐 - 


attions, 


2 旧 二 “需要 二 个 引 理 ; ' 设 D1; DsE Div(G) DP: 宇 0。: 则 ,， 
dim|D!| dim| Dsl < qinl Dut Pi i 
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证 明 如 下 ; 定义 映射 
Kk: IDIIBID:| — ID + D2|, 
CD,, Db,) 一 DB, + Das 
由 于 1D, + Da 中 任何 一 个 因子 表 成 两 个 有 效 因子 和 的 和 的 方式 至 
多 有 2ae8g(Dai+D2) 1 种 ， 所 以 7 i 
、 dimCImCn)) = dimC DlBID ND) 和 
故 
dim|D, + Ds| 守 dim (Tm()) = "dim | Di| + dimlD,l, 
秽 设 wvE Q1CD)，deg D=d.。 则 1 : 
1CD) +iCD) =1LCD)+LCCo) ~ D) = dim|D| 
+ dim1Co) - DI +2<dinml 60) | + 2- 让 
- 2 CC 二 让 = 人 六 二 下 
一 dimoOkC7I +1T=9+1l。 
再 由 Riemann-Roch 定 理 ，LD) -i(D) = gti. 故 
:CD)<d+3。 
.习题 4.5 . 考察 起 椭圆 的 紧 Riemapn 面 ， 证 明 Clifford. 定 理 
中 的 等 号 可 以 达到 。 本 
提示 “ 设 工 ， C ~ 忆 : 是 双 叶 禾 六 ;,? 为 的 一 个 分 歧 点 。 取 
DD = 2Kkp。 定 义 


os 因 习 它 “ 
则 Cj )-=2p。 故 
f'E PD Cr = 0 大) 。 
但 if,* >» 线性 无 闫 ， 故 有 . NS Yo 
1CD) k+l. | (类 》 .， 


另 一 方面 ， 由 Riemann-Roch 定理 ， 

iCD) =1CD) 二 度 羊 9 1 之 g 人 
故 当 <39 一 了 时 i《D) 8。 所 以 当 0<kse ~ 1 时 海 尾 奈 因 
子 。 此 时 ， 由 (¥) 式 即 有 结论 。 Ai 
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习题 4,6 ”对 村 格 为 4 的 紧 有 iemann 面 C， 考 虑 
us CeG)-=7(C)， 
试 对 于 所 有 的 DE C3，， 站 
提示 wu-1Cu《D)) = |D1。 对 万 是 Co 上 通 有 的 点 ， 有 
ED | -7 。 ， 
否则 ，dim]D| 宇 1， 即 1(D) 宇 2。 由 Riemann-Roch 定理 
2<IGDp) =3 -4+1+1iCD) =iCD), 


故 忆 为 特殊 因子 。 Ofer 
DEF 


故 LCD) = 2。 所 以 dim|D| -1 履 若 1DIsD， 则 
14EP}， 


其 中 /为 2(Dj 中 非 党 # 值 画 数 人 = 意味 着 (f + =0E Div(C)). 
以 下 分 两 种 情形 给 出 dim|D|=1 的 杀人: 莽 且 佑 计 这 梯 的 
| 忆 [ 的 个 数 。 设 PsRnfpa+ps。 ; 
a) 当 C 是 超 椭圆 的 。 可 以 斯 昔 ,r: 
dim | 刀 | = 1 <> pi,pz,ps 由 有 两 个 是 P' 中 某 点 在 不 还,， 
的 原 象 ,、.(、;: : 
鞭 中 下 是 由 C 到 P! 的 双 时 覆盖 。 
首先 ; 可 还 《7 入 妨 .i 午 则 ， .考虑 


gC DD = A i ERC), , 
则 Cg) = Pit ps (PieEC，P4 是 郑 (Pi 在 工 于 的 另 一 原 象 )。 命 
| 五 =2pr+pa+psetpi 


虽 1 7 9， Foc (CDDi 家 线性 无 关 - 于 是 KD) 4. 由 Riemann- 
RocH 定 起 ， 即 移 人 en 
0) Da 2 i, 


万 为 特殊 因子 。 由 Clifford 定理 ， 有 


~、 5 
DD) 十 二 
CD >>4 矛盾 。 故 de8(f)。=2。 
无 妨 设 (f)。= pi+py， 取 8 如 前 ( 攻 
人 人 《f)is 二 pa+Ps 或 《(f)w Pit Ps i 
取 g =1/C7( ) -Tp3)), 类 似 (f) -三 D 的 证 月 ， 可 


f=ng+y, | 
中 心 yEC， Ace0( 否 则 将 仍然 导致 !(D) 之 4， 而 产生 了 矛盾)。 南 ， 
pa 是 


r(pi) 在 工 下 的 两 个 原 象 。 这 喜 证 明了 断 车 中 的 “ 一 > 。 


反之 ， 设 pu Ps 是 P! 中 某 点 在 + 下 的 两 个 原 象 ， 则 对 任 一 “5 
!， 都 有 i i 


ny Drerd emt A)EDL, 
看 imaiD 2 其 言 证 完 
上 述 论 证 亦 指出 ，C'* 中 共有 co! 个 不 同 的 D， 使得” 
dim|D! =:1. 人 
它们 形 如 四 - 


、 二 ‘i 
{p +a-1CX NEP}, 
其 中 pEC。 i 


b》C 是非 超 椭圆 的 。 将 C 视 为 Ps 中 的 典范 曲线 ， 则 . 


C=QNY, 


}. 


其 中 Q,Y 是 P: 中 的 曲面 ， 


i ndegQ= 和 4 degV=3. , 
0 可 由 一 族 直 母线 组 成 《 见 测 难题 了 的 第 8 题 )。 可 以 断 冶 
Rr ,dim|D| =i:1. 插 之 Py pe 入 在 的 某 条 直 母 线 上 -. ， 
事实 上 ， 设 dim1DI=1, 则 iDP7=2。 故 可 选择 01(C) 的 基 ， 
8ey 1 OW2, (Ws, 使 得 Wo, Wi1E QD), 在 Q1C) 的 这 组 基 下 将 C 了 映 成 
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Ps 让 的 典范 曲线 ， 则 | 
| ‘DCL= (Eo =0) {F120} 了 
故 井 {LNO} 之 3( 重 数 计算 在 内 )， 更 有 井 {7 人 M0}>3。 但 
- deg 吕 =2， 
改 Lc-O。 即 有 断言 中 的 | “一 >>”。 
反之 ， 设 LL 为 8 上 一 直线 ，D CIL。 则 
DCLNMNC. 
由 于 degV =3， 故 
间 {LNMC}= #{LNONY}= LNV}= 3。 
所 以 D=LNC。 设 : 


2 ， (< 四 
工 = | 和 Mia -路 
则 
0， = p27 和 bs = pL 
都 属于 CICD)， 故 KD)>>2。 由 Ricmaya-_Reeh 定 理 及 Clifford 定 
理 可 知 
iD)- 2. 
故 1D) = 2， 所 以 dim|lD|=1。 断 告 证 完 。 
当 Q 光滑 时 ，Q 上 有 两 个 单 参数 直线 族 ( 参 数 在 P! 中 )。 故 此 
时 有 两 个 | D1， 使 得 
dim|D| = 1。 
当 @ 奇 异 时 ，O 上 只 有 一 个 单 参数 雪线 族 ， 故 此 时 只 有 一 个 
1D1， 使 得 


dim|D|=1. 
$5 Abel 定理 的 应 用 


， 相 前 的 主要 内 容 是 对 椭 轿 曲线 和 - 袜 共 积 分 数 一 些 婴 步 的 讨 
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论 。 在 这 之 前 ， 我 们 先 给 出 有 关 亏 和 冤 为 3 的 非 超 称 圆 的 时 Rie- 
mann 面 的 超 平面 截 口 的 一 个 有 趣 的 事实 ， 然后 考察 亏 格 为 1 的 
紧 Riemann . 面 的 合 纯 等 价 分 类 问题 。， 

设 C 是 一 个 亏 格 为 3 的 非 超 精 匮 的 紧 Riemann 面 。 我 们 把 C 
和 第 在 本 放下 则 C 是 一 夭 光 请 的 四 次 平 直 并 
数 曲 线 。 设 工 是 C 所 在 的 射影 平面 P? 中 的 一 条 下 线 ,. 

D=L .C=p+pst+PpstpEC', 

是 一 个 超 平 面 截 口 。 我 将 证 明 ， 对 于 EEC% uCE) =LCDO) 的 充 
分 必要 和 条件 是 : : 
E=L’.C, 
人 : 

充分 性 。 设 =L'。C。 设 L 与 L’ 的 方程 分 别 为 1= = 0 及 上 = 0. 
兮 


2 = 工 | EC》 


则 C7》 = E- D, 由 命题 1. 6， 就 有 uCD) ulE). 
“ 交 要 性 。 若 utD) =utE)， 我 们 希望 证 明 
E=qgi+q+43+qe 
也 是 “人 全 和 全 设 qiqgas = 上 ， 则 
“C= qt gs+q’ td 
如 果 E” .CE 由 
4a+94 7 91 ~ 940, | 
而 uCE) =u(4D) 意 味 着 uCB) = “CO “C0)( 因 为 D SL “C 都 是 超 
平面 截 说 uCD)=u(L' .CC))， 即 : 加 
ulqs 十 94 一 q/ -49”) =0。 
由 命题 1.7， 存 在 f EK(C)， 和 
(7) = 9 一 92。 


视 f 为 C 到 P! 的 全线 右 射 。” 站 7 的 浆 数 为 1 或 2。 这 意味 着 C 是 
-Riemanh 球 面 耻 是 超 椭 团 的 i 与 C 是 款 格 为 3 的 非 超 机 辆 的 矛 后 ， 
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这 就 证 明了 3 
EE- E’. COC,: 
这 个 事实 说 明 ， 对 于 亏 格 为 3 的 典范 曲线 的 超 斑 面 痊 全 DD, 
1DI=P?. 
下 面 ， 我 们 考察 9 = 1 的 紧 Riemann 面 的 全 : 纯 - 每 价 分 类 问 
定理 5.1 亏 格 为 1 的 紧 Riemann 面 与 它 的 Jadtobi 匀 1JKC) 


是 双全 纯 等 价 的 ， 即 9 
C=J(C).. 
如 果 和 采用 正规 化 周 其 矩阵“ 


T=C1- 2 )ixy, 
我 们 有 C 志 C/A 共 申 4 蚌 由 1 和 < 生成 的 格 。 ， . 、 
, 证 明 Treo 区 (有 及 证 必 对 41 网 
情形 的 说 明 ， 有 “ 


1 


u: CJ(C) 
是 双 至 纯 映 射 。 下 0 
进一步 地 ， 我 们 有 : 
定理 5.2 设 C=C/A，C’=C/A’， 共 中 
A= {m+ nsim,ne 2Z), Im 2>0, 
A”= {mFng’ |m, nc 2}, Imz’ 0., 
则 Cc/ 的 充分 必要 条 件 是 


Q27 寺 月 


忆 = 一天 一 到 
?巴士 下? 


其 中 心 有 1,y,56E 了 也， 且 a6o-py= 了 村 。 
证 明 必 委 性 . 设 
N's CC/A’ =C’ 
分 别 是 到 商 空间 的 自然 接点 。 由 投影 和 7/，C->C 和 CC/ 成 
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论 ( 例 如 参看 5. Masaey 


用 牙 盖 空间 。 根 据 通用 覆盖 空间 的 下 
Surfaces》) ， 


gebraic Topology 人 》 或 者 L.Ahlfiors Riemann 


企 纯 映射 : 
piC—>C" 

提升 为 至 缠 映 射 1 
F: C—-C, 

下 面 的 图 求 变换 :- 和 


C -二 > C 


:| | a 2 i 
:i i 一 


CC 一 一 Cr! 

E 意 ， 从 折 打 二 关于 通用 得 关 当 同 的 理论 ,只 能 保证 提升 所 的 
总 ， et 对 。 但 在 我 们 达 里 ， 王 在 斜 一 局 部 答 许 是 9 的 下 
示 ， 因 而 了 是 全 纯 的 . ) 
生生 们 设 ” 是 双全 统 的 ， 它 的 提升 P 也 是 到 全 纯 的 ， 
六 CE ， 因 而 下 是 一 个 线性 分 式 变换 。 双 由于 下 保持 wm 
以 i | 
FdD =at+b (CEC). 加 
你 ， 可 以 冉 定 8- 9. 出 于 将 人 可 成 A'， 攻 看 在 
,, 6€ Z， 使 得 . .| 
F(z) =az’+B, 
FCD)=?y2+0。 
=a， 故 

F(2) az/ +B i 
z= FC yz +6° 


但 又 有 F(z) = 22 上 (17 


由 于 是 双全 纯 的 ， 所 以 矩阵 


{fo BV 
3 全 


20 人 6 


可 逆 ， 其 
a6 -by= +1, 
再 由 Im > 六 0，Im 2 >0， 是 : 
' ' ‘Im m2 Tl 
[yz + 612 ? 


各 知 ny 所 以 


ao - Py= 1。 
必 训 性 证 完 。 
充分 性 。 设 . 
+B 
z= 2 二 5， ay 有， 7 5E 了 ， Q6 一 -By=1, 


将 F(z)=0z ”+PB, FC(1)=yz + 有 进行 实用 线性 扩充 我 们 得 
到 映射 


易 验证 严 是 双 夺 范 的 ， 且 FCA) = 4 因而 下放 车 由 从 C2 C/A 
到 C= C/A4' 的 双 至 纯 映 射 ”， 使 得 以 下 图 表 突 换 


CcC-_ >Cc 


这 就 证 明了 
Cae=C’, 
充分 性 证 完 。 | 
:由 定 涯 5.1 和 定理 5 .2 号 烙 为 1 的 紧 Riemann 耐 的 至 纯 等 
价 分 类 问题 就 完全 解决 了 。 
现在 ， 我 们 对 栅 轴 曲线 和 类 贺 税 分 租 些 介绍 。 
在 微 积 分 学 的 早期 工作 中 ， 人 们 花费 了 很 大 的 精力 去 硫 绽 如 
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下 江 式 的 积分 
{Res, man 


其 中 屋 是 x,y 的 有 理 画 数 , y 是 * 的 代数 画 数 ( 即 x 和 Jy 满足 一 个 
代数 方程 fCx,y) = 0)。 利 用 代 救 申 线 的 几何 理论 , 我 们 可 以 为 这 
些 研究 提供 一 些 方法 。 事 实 上 ， 我 们 可 以 把 R(x,y)dzx 看 作 是 P? 
上 的 一 个 微分 1- 形 式 。 如果 以 C' 天 示 f(x,) = 0 所 决定 的 P? 中 
的 代数 曲线 ， 则 我们 所 赤 孝 点 的 积分 就 是 沿 代 数 曲 绪 C 的 积分 


| ,Rx, yydx., 


下 面 ， 我 们 假定 C“ 是 亏 格 9=1 的 光滑 的 代数 曲线 。 

定义 5.3 “如 果 平 面 代数 曲线 C “的 正则 化 C 的 亏 格 为 1 则 
称 C “是 一 个 权 圆 曲线 。 

注意 ， 我 们 这 里 将 要 讨论 的 是 光 请 的 椭圆 曲线 ， 但 是 ， 并 不 
是 嵌 所 有 的 李 加 曲线 都 是 光滑 的 。 例 如 ， 四 浆 方程 ， 

| Caxt + bite) +axt 十 Brty= 0 

所 决定 的 曲线 一 般 讲 来 有 两 个 通常 的 一 重点 。 由 知 阁 公式 ， 此 此 
线 的 正则 化 的 亏 格 为 


1 
9= 方 (4-1)k4 一 2 一 2=1， 


所 以 它 是 精 圆 曲线 ， 但 不 是 光 靖 的 。 事 实 上 ， 由 亏 格 公式 易 知 ， 
光滑 的 椭 阅 曲线 一 定 是 三 次 曲线 : 反之， 光滑 的 三 次 曲线 也 一 定 
是 椭 入 的 。 . 

关于 光滑 的 椭圆 曲线 的 一 个 基本 事实 是 := 
定理 5.4， 任 给 一 个 光滑 的 帆 贺 曲线 C4。， 存 在 一 个 适当 的 坐 
标 系 ， 使 得 在 这 坐标 系 下 ，C 的 仿 射 态 程 为 四 
0 


P(X) = 4X3 + axtb | 
是 无 重 根 的 三 次 多 项 式 。 | . 

在 证 明 本 定理 之 前 ， 我 们 需要 进行 一 些 礁 备 工 作 w 

定义 5.5 假定 C' 是 一 个 光滑 的 代数 曲线， 设 了 为 C 上 一 
点 ， 工 是 0’ 在 点 的 切线 。 如果 

CD 

则 称 了 是 C “的 一 个 拐点 。 ss 

定义 5.8， 对 绘 定 的 代数 曲线 ,i 

C’ = {RCE9, £1, €*) =0} EiP?, 

它 的 Hesse 行列 式 定义 为 ， 


dE Toe i 

-如 果 下 i 四 本 | - 3 

deg P=n32 0 人 

显然 ， 妃 ESso -2 这 里 Sa 表示 st ~2) 次 三 元 天 宾 基 项 式 
的 集合 。、 四 | 

引 理 5.7 设 和 

= {FC&, £1, 2) = 0} 

是 一 个 次 数 n 宇 3 的 光滑 代数 曲线 。 则 PEC 是 C" 的 一 个 拐点， 
” 当 且 仅 当 .,， 


H= dt 加 
. Wisi O032) 


Fop) _ 0) =0, 
这 里 妃 是 C7 的 Hesse 行列 式 。， 
注意， F(p) = HP) = 0 并 东 依 顿 于 :的 坐标 系 的 选择 . 4 
证明 选择 候 射 坐标 系 ， 使 得 p 是 坐 标 原点 , ,并且 C 在 Pp 
点 的 切线 是 x 击 。 在 此 坐标 系 中 ，， 曲线 C 的 仿 射 方 程 为 
fx,y) = y+ foal, + “fn y) = 09 
其 中 fiG=2,…,7n) 为 4 大 齐 次 多 项 式 0. 以 设 
f2alx,y) =ax? +2Bxry + yy i 


上 站 
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乌拉 点 的 定义 易 知 ， 刀 是 拐点 当 且 仪 当 
2=10。 = 
而 在 相应 的 射影 坐标 条 中 ， C 的 方程 为 
~ FC, 1, 2) OE CO oe, 2) - 
+falt!, ty = 0. 
所 以 ，F 在 p=[1,0， 0] 处 的 Hesse 行列 式 为 
0 0 nl . - 
ee | 0 2a.. 2p j-- 一 2(Cn 一 六 
nl 28 .2p - 
政 p=[1,0,0] 是 C' 的 揭 点 ， 当 和 且 仅 当 - .. 
Fp) = HOp) = 0, 1 
根据 Bezout 定理 ， 下 面 的 定理 是 明显 的 ; 
定理 5.8 一 1 n 式 光 滑 代数 曲线 C 的 拐点 的 个 数 等 于 3nCn 
一 ( 重 数 考虑 在 内 )。 i 
+ 推论 5.9 一 个 光滑 的 椭 加 曲线 有 9 个 拐点 . 
现在 我 们 证 明定 理 5.4。 加 
定理 5.4 的 证 明 ”选择 己 的 坐标 系 ， 使 得 C7 的 和 -个 提 点 


9=[0,0, 1 了 
并且 
| ={80= 0 - .. | 
ET 1 是 所 以 FC0,, 1D 以 全 = 0 为 


三 重 老 点 ， 族 
8, £62) = alE)s 4 GoGo, 1, gy 
其 中 0 品 是 是 和 过 奖章 头 多 项 式 ， 以 一 尔 莲 当 的 间 敌 常数 去 条 F 
= 了 分 为 C 的 办， 故我 们 不 妨 假定 a= 于 4， 即 人 
Ps, pig2) 一 1 于 5oGCzo else 
在 相应 的 仿 射 坚 标 系 中 ， 曲 线 C7 的 方程 为 “ 
f(x,y) = ~ 4x3 4+ 9Cx, YY, 
共 中 i 
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glx, =ax2 二 26xy + yy + Bax + 2by + 
由 于 C' 是 光滑 的 ， 所 以 Y 计 0C 和 否则 [50,.0; 1 是 C 的 奇 点 )。 和 弄 助 

X I X, 
1， I Ay 《=7), 

我 们 可 以 假定 y = 1。 再 由 变换 

xX i> Xx, 
\ y i>yt+pPx+b, 
可 得 到 . 

. g(x,y) = yr + hx), a 
尖 科 上 的 半数 为 2。 最后， 用 变换 - 


x x+ 外 >» 
| 2 


yy 


我 们 得 到 四 
| fx, y) = 加 一 dxa ta x +b’), | 
_ 容易 看 出 ，4xa + arz+ 到 无 贰 根 。 事 实 荆 ， 如 果 zy 是 它 的 一 
个 重 根 ， 则 Fl, zo, 0 是 C' 的 一 个 奇 点 ， 与 C 的 光滑 性 矛盾 。 | 
下 面 ， 当 我 们 讲 到 光滑 的 椭圆 曲线 的 时 候 ， 总 认为 已 经 选 定 
如 定理 5.4 中 所 迹 的 坐标 系 ， 而 这 曲线 由 方程 
| fx,y) SY — C4xs+ax+b)=0 ， 
结 出 。 当 我 们 讨论 沿 这 条 曲线 积分 时 ， 总 认为 炽 分 的 起 党 是 
q= [£0,0,1]. ” - ! i 
注意 ，9 是 此 曲线 的 一 个 拐点 ， 市 卫 5 = {如 =0) 是 天 曲线 在 4 
点 的 切线 。 
对 于 光滑 的 椭圆 曲线 C， 我 们 可 以 把 它 和 它 的 正则 化 等 同 起 
来 。 此 时 
dim OICC)7 = 1。 


&1 


所 所 第 四 章 合 是 2.3 的 证 明 ， 我 们 可 以 取 


_ gx, ydx 
~ fylx,y) 


作为 01CC) 的 基 . 但 deg g=3-3=0, 故 可 取 


(deg g=n-3) 


我 们 将 要 研究 洛 着 曲线 C 的 积分 

» dx 

sy" | 
这 种 积分 称 为 烽 圆 积分 . 研究 椭 加 积分 的 关键 想法 是 是 Abel 引 入 的 
关于 椭圆 积分 的 反 演 。 Pol 注意 到 ， 在 研究 梢 加 各 分册 ;交通 
类 似 于 研究 积分 


到 一 


. dx 
= =arc sin 7 
[ss ' 


时 出 现 的 困难 。 对 后 后 一 个 积分 ， 较 好 的 办 法 是 把 作为 u 的 画 数 
(好 正 吕 西数 ) 米 研究 。 所 以 ，Abel 奴 议 在 研究 箱 央 积分 时 ， 也 把 
“作为 “的 而 数 。 这 种 丁 数 称 为 精 图 西数 。 .确切 地 说 ， 由 积分 
(Xs¥Y) dx | 
oa 全 : vy 
所 定义 的 画 数 XX = GD,Y =yG0 称 为 靖国 西 娄 . 根据 Abel 肥 演 
定理 ,zkr9，yCt9 在 整个 复 平面 C 上 有 定义 。 :XCu),y《#) 有 许多 
类 似 于 三 角 画 数 的 性 质 。 、 
* .我 们 知道 ， 由 


定义 网 Abel-Jacobi 映射 
1u: Cy C/A 
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是 双全 纯 的 ， 共 中 以 是 让 周期 向 量 
~ dx dx 
oo 
是 成 的 格 Ci, 是 H1CC，Z) 的 一 组 典范 莫 的 代表 )。 所 以 x*( 中 和 
VC 都 是 以 和 oz 为 双 周 期 的 函数 。 此 和 外， 我 们 还 有 : 
定理 5.10 ”椭圆 西数 *(27， y(w) 具 有 以 下 性 质 - 
ay XC—u)=X0), YC-H = ID; 
by x’(u)= yu), Cx’ Cu))? =4 AC + axCuy + 
c) xCus + uz) = RCxCu1), x(u2) ,x Co Cu)), 其 中 及 是 
四 个 变 元 的 有 理 画 数 。 
《性 质 e) 很 类 似 于 三 角 醒 数 的 加 法 定理 。 > 
证 明 * a) 考虑 从 C 到 > 轴 的 投影 所 诱导 出 的 C 的 对 合 合 映射 


见 图 5.4): i 


f: C 一 C， 
Cx, y) i—> CX, — yy) (对 有 限 点 )， 
“qmg (x 无穷 远 点 ). 


所 以 呈 1 i 
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人 dx 和 ‘ 
~ 一 二 一 到 =: 一 — 


aq yy 要 y 


Cr Csy ew)) dx filxcwy eu)) dx 
Je 1 : y ‘ja - J 


_ Cru yu)) dx 轩 呈 
J 
由 于 此 时 Abel-Jacobi 映射 是 单一 的 ， 所 以 

4 FET ED DS yD, 


dd 
A gu) yn) ee. 


故 x“ (za) =yCu)。 但 
y= 4x3 + ax+ by).. 
A HN = 4CxCu) 3 + axCu) +b. 
为 了 证 明 c)， 我 们 还 需要 用 到 另 一 个 有 趣 的 事实 ， 
定理 5.11 pi,ps,P3EC 共 线 的 充分 必要 条 件 是 
as 《mod A), 
~ 评 ， 作 汉 “i= 1,2; 3 - 


证 明 艾 和 要 性 。 设 Pp1,pz,ps 都 在 直线 L= {1(2)=0} 上 ， 其 
中 是 ,1 2 的 一 次 齐 次 多 项 式 。 无 妨 假 定 上 不 与 上 .= {£0 = 
0} 重 合 ( 否 则 Pi=P:= ps= 9, 结论 显然 )。 会 

LOE, el， ea 
9 -= (4 中 7) 


. 
C 


则 9 是 C 上 的 一 个 中 纯 画 数 ， 而 且 1 
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《9) 去 Pi+patpas 一 30。  、、 
由 Abel 定理 , 即 有 “ 


人 ~ 和 .8 ，， Hx 

,i "2 要 熏 0 Cmod 4)， 

人 | 
即 


a | 和 
| ia + a + as (mod A), 


” 完 分 灶 ; 铁 PpaN C= bi+t ps+p’, 由 前 面 所 证 的 本 定理 的 
必要 性 有. | 轩 


i 
本 四 :Ha + u’==0 cmod AD， 
其 中 i i 四 i 四 -人 ~ 一 
六 ， 
. a a : 1 wu/ -| dz 
四 2 y 
Bi 
由 此 ， 我 们 得 到 vv，- 


ia Cmod AD 
又 由 于 
‘uz CC/A 
是 单一 陕 射 ， 所 以 ps=p 。 即 pt Pz,Ps 共 线 。 上 1 
作为 定理 5.11 的 推论 ， 我 们 有 i 
推论 5.12 的 六 亲 遇 级 有 个 不 的 点 ， 而 有 对 
其 中 任意 两 不 的 则 线 一 营 经 过 第 三 个 掀 上 2 “”“ 
证 明 pc C 是 C 的 “个 外 等 于 9 的 接点 ， 当 且 仅 当 
L.C= jp,. 有 
其 中 上 = {1(8) = 0} 是 C 在 万 点 的 切线 。 考虑 
4 
£0 9 。 
我 们 有 ， 
(9)=3p-39. 
由 Abel 定理 ， 注 意 到 U9)==0 tmo4 A), 就 有 有 。、.…: 
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d 、 
3u(p) = 3 人 -0 (imod A). 


所 以 ，PEC 是 C 的 一 个 拐 
点 ， 当 且 仅 当 u (p) E A/3。 
由 于 4 是 单一 映射 ， 所 以 C 
上 有 9 个 不 同 的 拐点 。 这 些 
接点 在 世 ,下 的 象 ， ,如 图 5.5 
所 示 。 ， 
现在 证 明 本 推论 的 另 一 
部 分 结论 。 设 pi,ps 是 0 的 
两 个 拐点 ， 再 设 
Pipz (NC = Pi+ps+pa。 
我 们 将 证 ps 也 是 C 的 拐点 。 根据 定理 5.11， 有 


ta 十 Us + Us==0 (mod A), 


图 5.5 


其 中 
si dx 
eo = yy (Ct =1,2,3)。, 
上 边 的 同 侠 式 两 映 乘 3 ， 有 本 
i + 3 + us==0. Cmod AY. 
内 于 Pip 地 是 提 训 ， 所 以 3u1==347==0 . (mod 人 D, 囊 
. 3U3==0 (mod 4)。 
而 这 就 意味 着 Ps 是 C 的 拐点. 1 | 
下 面 ， 我 们 来 证 明定 理 5.10 的 c)。 
设 us= 友 + Us， 则 
Us — ui — tas=0 (mod 4)。 
由 定理 5.11， 即 知 
CCH YH Cx Ha) YH)), CXCus), ya)) 
三 点 共 线 。 所 以 x 一 xz(ua) 租 六 = yyCua? 满 足 方程 组 


Zi16 


1 XCu) ~ x/(Cu) 
1 x(u2) —x’ Cu,) 
yi dx + or tb 
《注意 ， 在 建立 上 面 第 一 一 个 方程 时 ， 应 用 了 本 定理 的 和 by ) 

浓 去 上 面 方程 组 中 的 y， 得 到 


fx C0) #7 12) 1 ps 
4 -= +Ax+tB=0. 


注意 到 x(w4)，*Cus),xus) 是 这 个 方程 的 三 个 根 ， 即 知 


= 0，, 


xX(u3) + XU) + XU) = le Se ] ” 


所 以 有 


Dr -xD + ]. | 

事实 上 ， 满 足 定理 5.10 的 三 条 性 质 的 双 周 期 画 数 就 是 所 谓 
Waieratrass 椭 网 面 数 。 只 不 过 我 们 在 这 里 是 用 代数 几何 的 方法 语 
究 了 它们 。 
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测验 题 一 . 
和 
1 设 ( = [表示 P"C 中 点 的 齐 式 坐标 ， PC 中 的 
二 次 曲面 由 方程 
OTR 
给 出 。 两 个 二 式 西 面 0,, 0, 多 为 是 咎 此 独立 项， 如 时 不 存在 线性 
Mio( + AQzCE) = 0 VOEPH 
(hh, hs EC, 1N|+ 14a[ 二 0)。 i 
设 A = {mw + maw | m1, m, EZ} 是 PC 中 一 个 格 ， 又 设 
70+ os- 过] 
是 Weierstress 而 数 ， 基 不全 纯 映 射 ， 
f : CcC 一 和 PaC， oe 
2 > [1, F(z), 9 (2), Pr (2)] 
(这 可 视 为 从 C = C/A 到 PsC 的 既 纯 映射 > 
a) 在 z=0 邻近 以 局 部 至 纯 举 标 表 出 /， 
b》 试 证 的 象 落 在 两 彼此 独立 的 二 次 曲 面 的 交集 上 ， 
2。 考虑 由 齐 广 坐标 给 出 的 映射 / ，P2C_>psC， 
CLE®, £1, £1) = LE), Fog, Eogs, CF1)2, gig2, (82)2]; 
试 证 ， 
”a) 映射 /的 定义 是 确切 的 
?了 是 至 纯 的 ， 并 且 一 对 一 地 映 到 其 尔 集 ， 
c)》 f 的 象 K(PzC)CPsC 可 以 用 一 些 二 次 方程 给 出 ， 
注 记 象 集 7(CP?C)CPsC 是 一 个 非常 著名 的 代 数 曲 面 一 
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Veronese 曲面 。 

3。 如 果 万 次 代数 曲线 CcCP:C 具 有 K 重 点， 那么 C 由 通 
过 点 的 条 直线 (可 以 是 相同 的 ?组 成 。 

4。 对 上 的 哪些 值 (包括 4=) 下 列 曲 线 有 奇 点 ? 

a) x34+ y+t2+NCX+Y+2) = 0 

by x3+y3+23+ 3LXY2 = 0。 
试 决定 这 些 奇 点 的 类 型 (是 几 重 点 ， 是 否 为 通常 重点 )。 

说 明 ， 所 谓 4= co， 是 说 以 1/4 乘 方程 两 端 然后 合 Aco 取 极 
5。 计算 两 曲线 在 (0, 0) 点 的 相交 数 ， 
a) (C1) x2—x+y=.0, 7 (2 J — x = 0 
b 0) Cy-x) -42xy=0,. (2) -P=0, 


说 明 : 及 线 了 的 (1) 是 由 曲线 丰 的 (1) 施 转 45* 得 到 的 。 


测 验 题 ,二 
(第 三 、 四 、 五 章 ) 


第 一 部 分 初等 问题 、 
1。 设 CCPIC 是 光滑 平面 代数 曲线 ， 忆 ,是 平面 三 次 曲 
‘E.C= SpE DiveCy 


《pi 可 以 相同 )。 如 果 开 通过 pu, …,ps 中 的 8 个 点 ， 试 证 它 也 通 
过 剩 下 的 一 个 点 ( 即 作为 C 上 的 因子 F. C=E .Cc). | 
注 记 由 于 dim Ss= 10， 我 们 可 以 解释 这 一 结果 为 ，9 个 线 
性 画 数 
R > FOp1) (PESs)》 
Ci =1,2,.%,9) 
不 是 独立 的 。 
2。 a) 试 证 ， 每 一 亏 格 为 2 的 曲线 可 表现 为 具 有 一 个 一 重 
点 的 平面 四 次 曲线 ， 
b) 设 4 六 不 可 约 代数 曲线 CC PC 具有 (Cd - 2) 重点， 试 证 
它 是 超 椭 贺 曲 线 ( 即 C 的 正则 化 是 超 椭 融 的 )。 
3。 8) 设 pi( i =1,…,9) 是 9 个 不 同 的 点 ， 如 果 通 过 其 中 
任 两 点 的 直线 一 定 还 通过 另 一 个 点 ， 试 证 在 适当 的 坐标 系 中 这 些 
点 可 以 表示 为 
[0, 1, 一 1], [-—1i, 0, 1], [i, — 1,0]， 
[0,1,0], [Le,0,1], [lo,0]， 
[0,1,6], [5B,0,1], [1,6,0]， 
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这 里 4,6 是 2 一 x+1=0 的 两 个 根 。 
b) 试 证 : 通过 a) 中 给 给 出 的 9 个 点 的 三 次 遇 线 具有 形 二 
xX3 + y+ 23+ 3mXy2 = 0; 
三 次 曲线 具有 奇 点 当 且 仅 当中 =00, —1,0, B, ， 并 且 在 这 小 些 情 形 
它 记 为 三 条 直线 ; 


附注 在 nn 夺 %， =1,0, 有 时 ， 这 三 次 曲 线 是 光 济 的 , 共 且 
pi( i =1,…，,9) 是 它 的 9 个 拐点 


第 二 部 分 关于 Abel je 


4 i 及 A ={miar + m2a2 | mi, m2€ 2Z)} 是 C 中 的 一 个 格 ， 
C =C/A。 考 虚 C 上 的 点 | | | 
= [wo 和， 。 | | 
{| 《4 =]1， 2)， 
qi= [wf 了] 


这 里 Cwj 表 示 几 所 在 的 等 价 类 。 试 利用 Abel 定 理 证 明 以 下 命题 : 
存在 JEK(C) 使 得 


(f) = Er = BiE Div(C) 
的 充分 必要 条 件 是 i 
Dw = of Cmod A), 


r= i=1 


这 时 来 和 号 表示 复数 的 加 法 。 : 
. 洽 记 过 结果 通常 在 深 久 的 复 变 而 雪 褒 殉 科 书 中 给 人 出， 你 将 
点 出 的 六 加 是 代数 几何 式 的 . 
5。 设 C 是 一 个 亏 格 9 之 1 的 紧 Riemann 面 ， 考虑 
LCCJICJTCC)。 
我 们 说 uC(C) 是 对 称 的 ， 如 果 
uCC) = -CC)。 


试 证 u(C) 为 对 称 的 充分 必要 条 种 是 C 为 超 炳 闻 的 。 
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第 三 部 分 关于 Riemann_Roch 定理 的 问题 
6。 a) 设 CCP4C 是 亏 格 为 5 的 典范 曲 线 ， 试 证 C 落 在 至 
少 三 个 线性 无 关 的 一 次 琢 而 Q,,C。， :之 上 ， 
b) 疫 C 是 亏 格 9g = 5 的 非 超 椭 辐 曲线 ， 如果 存在 映射 
ff: CPC (deg f=3), 
则 称 C 是 三 点 式 的 . 这 时 里 
fC) = D, = (p10t) + psCt) + Ps(t)) € Div(C)， 
试 证 ， 这 三 点 在 典范 上 觅 射 下 的 象 
Px Cp1 Ct)), PkgCP2t)), pa CPs) 
总 是 共 线 的 ( 即 这 三 点 位 于 一 一 条 直线 PiSP4C 之 上 )。 
提示 计算 dim KiC - D,) 间 解释 所 得 之 结 结果 。 
2 试 证 ， 如 果 C 是 三 点 式 的 ， 那 么 所 有 的 直 线 志 包含 在 
ooe:,Q: 之 中， 特别 地 
KK(C) EO No, N os. 
注 记 由 条 天线 ( 即 单 参数 站 线 族 》 
LCPC 
织 成 一 曲面 S， 可 以 证 明 
©Q, Nn 0, Nn QO; = S. 
此 外 ， 还 可 以 证 明 
C 是 非 三 点 式 的 -> 0, N 0;N Qs = prcC). 
这 样 ， 一 般 的 亏 格 为 5 的 典范 曲线 总 是 三 个 一 坎 曲 面 的 交集 . 
7。 设 CSPo-IC 是 一 条 亏 格 为 g， 式 数 为 29 - “的 非 过 化 
光滑 曲线 。 试 证 ，C 是 一 一 条 典范 曲线 。 
提示 ” 设 DD 是 一 个 次 数 为 29 - 2 的 有 效 因子 ， 
1(D) 二 9。 
式 证 ， 必 有 wEQicD)，, 使 
| D= (Cw), 
汰 后 ， 利用 这 一 结交 于 C 的 超 平面 截 口 ， 
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注 记 ”任何 光滑 的 四 次 平面 代数 曲线 (这 时 29 -2= 4) 具 有 亏 
格 g = 3， 因而 任意 光滑 的 四 次 平面 曲线 是 典范 曲线 。 

8。 a) 郑 虑 前 讲 次 坐标 给 出 的 映射 

> Pix P!1-» Ps, 
Lxo, xi x Lyo, 为 ] ie LXoyo, xoyay Xiyos xiy1] 
《P!= PiC, P= PsC)， 
试 证 ， 这 映射 的 象 是 一 光滑 的 二 浆 曲 面 ocP, 并 有 胸针 
Pix P's0 

是 双 符 强 的 。 

b) Pix P! 呈 的 曲线 PI x {点 } 和 {点 } x Pr 的 象 都 在 0 E, 因 - 
而 Q 包含 了 两 谈 单 容 数 直线 族 ( 每 族 有 o2! 条 查 线 )。. 

附注 ”由 2), 了) 得 知 ， 这 两 个 单 参数 直线 族 中 任意 一 族 都 是 
生成 Q@ 的 母线 族 。 

c) 试 证 :一 般 的 亏 格 为 4 的 曲线 从 有 两 个 不 同 的 二 点 式 隐身 

信和 着 题 6): 

提示 证 明 pr(C) =QnV， 这 里 V 是 一 个 三 坎 曲 面 ， 然后 ， . 

利用 Q 二 P!x P! 解 释 这 一 事实 。 
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附录 : 关于 “一 各 事实 ”| 的 讨论 


在 正文 中 ， 我 们 用 到 了 以 下 的 定理 。 
存在 定理 设 C 是 一 个 紧 .Riamann 面 ， 那么 存在 一 个 浸入 
f: CP? i i 
更 得 fCC) 至 多 只 有 通常 二 重点 ， 
所 请 f 是 一 个 浸入 是 说 了 的 微分 处 处 都 不 为 零 。 所 谓 CY 
军 多 只 有 通常 二 重点 ;: 意味 着 以 下 两 件 事 ; 本 
a) 对 任意 一 点 PEGJCC)， 于 多 只 有 中 的 两 个 点 聊 到 有 np 了 
pb) 如 果 3 
f-1(0p) = (pp 
那么 过 点 的 fC(C) 的 两 曲线 支 具有 不 同 的 切线 。 这 是 说 ， 两 
时 线 支 在 交点 处 应 该 共有 图 A 的 形状 ， 而 不 应 如 图 B 所 示 的 那 
样 。 2 


图 A 通常 二 重点 


图 B(a) 非 通常 二 重点 图 B(b) 多 于 二 蛋 的 重点 
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我 们 指出 : 上 上 而 所 陈述 的 存在 写 带 是 以 下 定理 的 一 个 推论 
第 二 存在 定理 存在 至 纯 映射 a 
fC Pr": 7 
它 是 一 对 一 的 并且 中 有 不 全 的 微分 。 
” .事实 土 ， 如 果 在 第 二 存在 定理 中 的 ma>>3， 我 们 总 可 以 造反 
“到 白 的 适当 的 的 投影 使 得 “ 1 
pof, C->P"r-1 - 
是 一 对 一 一 的 兰 旦 具有 不 为 0 的 伏 分 ， 知 如 果 # = 3， Rh 
从 户 到 它 的 适当 子 空间 (二 Pt) 的 投影 4， 使 得  : 
qof,; CPi 
满足 第 一 存在 定理 中 (对 7) 的 要 求 。 
下 面 ， 我 们 对 第 二 存在 定理 进行 讨论 (不 是 证 朋 )。 
了 人 指出 ， 站 实际 上 是 本 忆 中 兄 一 结果 的 形式 不 同 的 一 


| ‘Vexce), 
oe 
a) 常 画 数 1EV， 
b) 对 任意 一 一 对 不 同 的 点 pi,ps€ C， 存在 fEKCC) 使 得 
. fpD Ef pV 
o) 对 任意 pe 0， 存在 JE KCC) 合 类 fp) =0， 南 
(dp 二 0, | 
于 实 上 ， 如 果 f0=1, 记 ,… 是 六 的 一 一 组 基 ， 那 么 利用 本 书 
中 的 讨论 不 难看 出 ， 由 
fCp) = Lop) ,六 EE 0 
给 出 的 映射 1 | 


外 CP:* ， 
满足 第 二 存在 定理 的 条 件 . 的 
以 下 我 们 讨论 怎样 证 胃 蛮 常数 半 纺 面 玫 的 在 在 入， 这 讨论 论 的 
进一步 精密 化 能 使 我 们 得 到 ( 冰 )。 从 下 面 的 讨论 可 以 看 到 ， 在 这 
种 误 那 种 形式 下 ， “ 层 论 和 上 同调 将 不 可 避 葛 地 在 问题 中 出 现 ， 因 
此 ， 我 们 假定 读者 在 某 种 程度 上 对 有 关 材 料 有 所 于 解 。 《这 些 村 
料 可 以 从 伍 瀣 申 等 著 的 《 紧 黎 曼 曲 面 引 论 》 一 书 中 找到 。) 
- 设 吃 =m +… +pd 是 C 上 的 一 个 因子 ， 2 是 Pi 命 近 的 一 个 局 部 
全 纯 坐 标 。 在 Pi 点 邻近 ， 任 意 醒 数 fE XDY》 具 有 以 下 形式 


hn), 


这 里 A(1) 是 全 纯 画 数 。 考虑 由 
2 f I—> 《ci “aa) _ 
咎 风纪 性 基 和 
、 5 » gD 机 Cu, 


法 线性 喘 太 忆 党 机 数 拘 集 全 C 为 扫 CKernel). 四 此 我 们 有 正 合 
列 


se Sy ae CD 
由 此 可 得 , 
> dim gD) = d+1~ dim(coker A), .| 《2) 

这 样 ， 求 dw (D) 的 问题 等 价 于 求 aim(coker 4), 特别 地 ， 假 
定 我 们 能 把 人 1) 延长 为 向 量 空 间 的 正 侣 列 ， 
oo 0 一 C 一 2(D) 一 > Cr HC, G), (3) 
拜 生 着 | 

a) HCC ,5@) 不 依赖 于 Ds 

b) dim HiCC, 8) < +co， 
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9. 


那么 由 (2) 就 得 到 
dim .2 (D)>d+1- dim Hi(C ,oO), (C5) 
因而 当 4d-> + co 时 ， | 3 Ez. a ye 
dim FD + co。 
用 这 样 的 方法 ， 我 们 将 能 证 明 非 常数 舍 纯 画 数 的 存在 性 。 
而 C3) 和 (4) 中 的 a) 是 层 的 上 同调 的 形式 化 的 理论 的 推论 . 如 
果 今 
G =C 上 爹 纯 西数 的 层 ，. . 
2G(CD) =C 上 极点 不 劣 于 局 的 牛 纯 画 数 的 层 
2(CD)/zZ = 2 (D) 模 2 的 商 屋 ， . 
那么 我 们 有 层 的 正 合 列 
OO—E((D) BD)/ ES— 0. 《6) 
由 于 
HAC,E)=C, HAC,G(D)= DD), 
中 及 i 
HUGC, oD)/E)= Ca 
我 们 看 到 (3) 是 (6) 的 上 同调 长 正 合 列 的 前 4 项 。 换 句 话说， 不 管 
人 们 是 否 喜 欢 ， 层 和 上 同调 的 形式 化 的 理论 自然 而 然 地 出 现 于 复 
流 形 和 代数 几何 的 研究 中 。 ,对 于 一 个 学 生来 说 ， 困难 之 点 在 于 学 
会 这 -- 套 方法 而 又 不 迷失 几何 的 直观 . 
至 于 (4) 中 的 b)， 这 是 一 个 慧 本 的 解析 事实 : 对 于 紧 复 流 形 
上 的 凝聚 层 (coherent sheaf)， 共 上 同调 是 有 限 维 的 (参看 前 引 伍 
鹤 巾 等 著 的 书 )。 我 们 这 里 不 再 进一步 讨论 ， 只 是 指出 ; .这 结果 
归根 结 底 是 由 会 纯 画 数 的 正 规 族 性 质 (Montel) 及 CG 的 紧 致 性 所 
致 。 轩 | 
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半 纯 函数 
半 纯 微分 
不 可 约 分 支 
不 可 约 曲线 


汉 英 名 词 对 照 
《 按 汉语 拼 普 顺序》 


meromorphic function 
meromorphic differential 
irreducible component 


irreducible curve 

c 
sheaf 
‘exact sequence of sheaf 
long exact sequence 
hyperplane sectiohn 
hyperelliptic curve 
multiple point 
.multiplicity 


multiple factor 


D 、 


algebraic variety 
algebraic geometry 

. algebraie cufve 
differential of third kind 
canonical basis 
canonical curve 
canonical map 
symmetric product 


involution 


56 


13: 35, 94 
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二 重点 
-Euler 示 性 数 


光滑 点 


互 反 性 


Jacobi 艇 
Jacobi 反 演 定 理 
极点 
链 式 

解析 画 数 


E 
double point 


Euler’s Characteristic 


F 


affine algebraic variety 
affine algebraic curve 
affipe equation 
ramification divisor 
ramifitation index 
complex ‘orus 


complex manifold 


G 


lattice 
flex 


smooth point 


H 
kernel 


handie 
reciprocity 


] 


Tacobi variety 
Jacobi inversion theorem 


pole 


‘resultant 
analytic function 


56 
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解析 曲线 analytic curve 78 


紧 Riemann 而 compact Rierann surface 5 

浸入 immersion 37，224 

局 部 全 纯 坐 标 - local holomorphic coordinates 5 

` 局 部 解析 曲线 ， local analytic curve - 了 8 
KK 

亏 格 genus 9 


零点 . zero - 2 9 -17 


留 数 Jesidue ， 5 18 
N 
人 
凝 紊 层 coherent sheaf 227 
P 和 
i - ， i, 和 
判别 式 discriminant 61 


3 


Q 


齐 次 方程 homogeneous equation , sg 
齐 次 坐标 homogeneous coordinates 2, 27 
奇 点 singular point " 37 
奇 性 的 消除 “ desingularization 69 
切 空 何 tangent space 37 
- 球 极 投影 - .stereagraphic projection 6 
全 纯 函 数 .holomorphic function. . - 2 
全 纯 微 分 holomorphic differential -15 
金 纯 映 射 holomorphic map 35 


全 纯 坐 标 ‘holomorphic coordinates § 
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三 重点 
商 屋 

上 同调 
射影 代数 知 
射影 代数 曲线 
射影 空间 
双全 纯 映 射 
双 线 竹 关系 
双 周 期 函数 


外 积 ， 
微分 
微分 1- 形 式 
维 数 


相交 数 
壮 和 矩阵 


< 


triple point 

quotient sheaf 

cohomology 

projective algebraic variety 
projeetive curve “ 
projective space 
bitolomeoerphic map 
bilinear relation 


double periodic function 


下. 


special divisor 
oidinary double poyi 
generic point : 
homology 

elliptic function 
elliptic integral 


elliptic curve 


W 


exterior product 
differential 
differential 1-form 


dimension 


X 


intersection number 


symplectic matrix 


56 
227 . 


226 
33 
33 
27 


27 . 


178 
14 


21 
15 
21 
37 


86 


183 


23 


”下子 
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一 般 因 子 
有 效 因子 
余 维 数 


真 了 映 射 定 理 
正规 族 

正 合 列 
正则 化 
周期 矩阵 
弧 标 


Y 


divisor 


general divisor 


‘efféctive divisor 


codimension 


a 


Proper mapping theorem 


normal family 
exact sequence 
normalization 


period matrix 


coordinates 
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4。69 
116，161 
5 


